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一类非线性抛物方程的整体解和爆破解

吴　洁，崔泽建

（西华师范大学 数学与信息学院，四川 南充 ６３７０００）

摘要：在罗宾边界条件和狄利克雷边界条件下，探讨了一类非线性抛物型方程的整体解和爆破解．采用
的方法主要是根据给出的适当假设，通过构造恰当的辅助函数，并利用最大值原理及微分不等式技巧等，

从而得到了该方程整体存在的充分条件及爆破解，同时，还给出了整体存在性解决方案的上估计和当爆

炸发生时爆炸时间的上界．
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１　预备知识

一类非线性抛物方程的整体解和爆破解是非线性偏微分方程研究的一个重要内容，主要是用于描述物

理、化学、环境保护等许多领域的物质扩散和热传导．在这些工作中，针对各种非线性抛物问题，研究
者［１－９］提出了许多不同的处理方法，如整体解的存在性、爆破解，以及爆炸时间的上界、爆炸速率和解的

渐近行为．
近年来，在狄利克雷边界条件、诺伊曼边界条件、非线性诺伊曼边界或Ｒｏｂｉｎ边界条件下，许多研究

者［１－９］探讨了它们的整体存在性和有限时间内的爆炸．而本文则主要讨论以下边界问题：
（ｈ（ｗ））ｔ＝

Δ

·（ａ（ｗ）ｂ（ｘ）ｃ（ｔ）

Δ

ｗ）＋ｇ（ｘ，ｑ，ｔ）ｆ（ｗ），ｉｎΩ×（０，Ｔ），

ｗ
ｎ
＝ｄ（ｘ，ｔ）ｒ（ｗ），ｏｎΓ１×（０，Ｔ），

ｗ＝０，ｏｎΓ２×（０，Ｔ），

ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ）＞０，ｉｎΩ













．

（１）



这里的ΩＲＮ（Ｎ≥２）是一个带有光滑边界条件Γ１∪Γ２＝Ω的有界域；ｗ／ｎ是在Ω上的外法向导数；

Ｔ是关于ｗ的最大存在时间；Ω是Ω的闭区域．令Ｒ＋＝（０，＋∞）．在本研究中，假设ａ（ｓ）是一个在Ｃ２（Ｒ＋）
上的正函数，ｈ（ｓ）是一个在Ｃ３（Ｒ＋）上的正函数，ｈ′（ｓ）＞０对于任意的 ｓ∈Ｒ＋都成立，ｇ（ｘ，ｑ，ｔ）是一个在
Ｃ１（Ω×Ｒ＋×Ｒ＋）上的正函数，ｆ（ｓ）是一个在Ｃ１（Ｒ＋）上的非负函数，ｄ（ｘ，ｔ）是一个在Ｃ１（Ω×Ｒ＋）上的非负
函数，ｒ（ｓ）是一个在Ｃ１（Ｒ＋）上的非负函数，ｂ（ｘ）是一个在Ｃ１（Ω）上的正函数，ｃ（ｔ）是一个在Ｃ１（Ω）上的正
函数，ｗ０（ｘ）是一个在Ｃ

２（Ω）上的正函数且满足条件的兼容性．在经典抛物型方程理论［８］和最大值原理［９］的

假设下，对于问题 （１）这里存在一个经典解ｗ（ｘ，ｔ）．在文献 ［１０］正则性定理下，ｗ（ｘ，ｔ）∈Ｃ３（Ω×（０，Ｔ）∩
Ｃ２（Ω×［０，Ｔ））．

非线性抛物方程的整体存在和爆破解的问题描述了物理、生物学等中的许多物理现象．因此，研究
者［１１－１７］对此进行了探讨，得到许多有意义的结果，并对问题 （１）的一些特殊情况进行了研究．而 Ｃａｏ
等［１８］则讨论了以下诺伊曼边界问题：

（ｂ（ｗ））ｔ＝

Δ

·（ｈ（ｔ）ｋ（ｘ）ａ（ｗ）

Δ

ｗ）＋ｆ（ｗ），ｉｎΩ×（０，Ｔ），

ｗ
ｎ
＝ｇ（ｘ，ｗ，ｔ），ｏｎΩ×（０，Ｔ），

ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ）＞０，ｉｎΩ










．

这里的ΩＲＮ（Ｎ≥２）一个带有光滑边界条件Ω的有界域．假设在本研究中，ａ（ｓ）是一个在Ｃ２（Ｒ＋）
上的正函数，ｂ（ｓ）是一个在Ｃ３（Ｒ＋）上的正函数，ｂ′（ｓ）＞０对于任意的ｓ∈Ｒ＋．ｆ（ｓ）是一个在Ｃ１（Ｒ＋）上的
非负函数，ｇ（ｘ，ｓ，ｔ）是一个在Ｃ１（Ω×Ｒ＋×Ｒ＋）上的非负函数，ｈ（ｔ）是一个在Ｃ１（Ω）上的正函数，ｋ（ｘ）
是一个在Ｃ１（Ω）上的正函数，ｗ０（ｘ）是一个在 Ｃ

２（Ω）上的正函数且满足条件的兼容性．在经典抛物型方

程理论［８］和最大值原理［９］的假设下，这存在一种关于问题 （１）的解 ｗ（ｘ，ｔ）．在文献 ［１０］正则性定理
下，ｗ（ｘ，ｔ）∈Ｃ３（Ω×（０，Ｔ）∩Ｃ２（Ω× ０，[ )Ｔ）．而Ｚｈａｎｇ等［１９］则解决了以下Ｒｏｂｉｎ边界问题：

（ｂ（ｗ））ｔ＝

Δ

·（ｈ（ｔ）ｋ（ｘ）ａ（ｗ）

Δ

ｗ）＋ｆ（ｘ，ｗ，ｑ，ｔ），ｉｎΩ×（０，Ｔ），

ｗ
ｎ
＋γｗ＝０，ｏｎΩ×（０，Ｔ），

ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ）＞０，ｉｎΩ










．

这里的ｑ＝

Δ

ｗ２，ΩＲＮ（Ｎ≥２）是一个带有光滑边界条件Ω的有界域．通过构造完全不同的辅助函
数，在技术上使用最大值原理，得到了该问题的整体解和爆破解的存在性定理．此外，还指定了整体解的
上估计值、爆破时间的上界和爆破速率的上估计．而Ｚｈａｎｇ等［２０］则研究了如下问题：

ｗｔ＝

Δ

·（ａ（ｗ）ｂ（ｘ）ｃ（ｔ）

Δ

ｗ）＋ｆ（ｘ，ｗ，ｑ，ｔ），ｉｎΩ×（０，Ｔ），

ｗ
ｎ
＝ｈ（ｘ，ｔ）ｒ（ｗ），ｏｎΩ×（０，Ｔ），

ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ），ｉｎΩ










．

这里的ｑ＝

Δ

ｗ２，ΩＲＮ（Ｎ≥２）是一个带有边界条件Ω的有界域．通过构造完全不同的辅助函数，
利用Ｈｏｐｆ′ｓ最大值原理，给出了爆破和整体解的充分条件．此外，还提出了爆破时间的上界和整体存在
性的上估计．在本文中，考虑到问题 （１）在Ｒｏｂｉｎ边界条件和狄利克雷边界条件下的爆破解和整体存在
性［２１－２３］，作为边界通量函数ｄ（ｘ，ｔ）γ（ｗ）还要取决于浓度变量 ｗ、空间变量 ｘ和时间变量 ｔ．由于在一般
的非线性边界条件下，对爆破现象的研究很少．因此，本文利用最大值原理和微分不等式技巧，得到了方
程整体解和爆破解的存在定理，并获得了爆破速率、爆破时间的上界和整体解的估计值，同时讨论了问题

（１）的整体解及爆破解．

２　整体解

在本节中，希望得到问题 （１）的４种非线性机制在 （１）的整体解中的相互作用．下面的定理是本
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文的主要结果．
定理１　设ｗ（ｘ，ｔ）是问题 （１）的一个解．假设如下：
（Ｈ１）对任意的ｓ，ｔ∈Ｒ＋，

ａ′（ｓ）≥０，ｃ′（ｔ）≥０，ｈ′ａ≥０，ｄｔ≤０，ａ′ｒ＋ａｒｗ≤０，ｑ＝

Δ

ｗ２． （２）

（Ｈ２）对任意的（ｘ，ｓ，ｔ）∈Ω×Ｒ＋×Ｒ＋，

ａ′ｂｃ－ａｂｃ－２ｇｑｆ≥０，
ｇ（ｆ－ｆ′）
ｈ′ －ｃ′ｃ≥０，ｇｔ≤０． （３）

（Ｈ３）常数，

α＝ｍａｘ
Ω

ａ（ｗ０）［

Δ

·（ａ（ｗ０）ｂ（ｘ）ｃ（０）

Δ

ｗ０）＋ｇ（ｘ，ｑ０，０）ｆ（ｗ０）］
ｅｗ０ｈ′（ｗ０{ }）

＞０． （４）

（Ｈ４） ∫
＋∞

ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ＝＋∞，ｍ０＝ｍｉｎ

Ω
ｗ０（ｘ）． （５）

ｗ（ｘ，ｔ）是一个整体解，并且
ｗ（ｘ，ｔ）≤Ｈ－１（αｔ＋Ｈ（ｗ０（ｘ）））， （６）

这里 Ｈ（ｚ）＝∫
ｚ

ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ，ｚ≥ｍ０， （７）

并且Ｈ－１是Ｈ的逆函数．
证明　考虑如下辅助函数：

Ｐ（ｘ，ｔ）＝ａ（ｗ）ｗｔ－αｅ
ｗ， （８）

从以上可得到
Δ

Ｐ＝ａ′ｗｔ
Δ

ｗ＋ａ
Δ

ｗｔ－αｅ
ｗ Δｗ， （９）

Δ

Ｐ＝

Δ

·

Δ

Ｐ＝ａ″ｗｔ

Δ

ｗ２＋２ａ′（

Δ

ｗ·

Δ

ｗｔ）＋ａ′ｗｔΔｗ＋ａΔｗｔ－αｅ
ｗ Δ

ｗ２－αｅｗΔｗ， （１０）
由 （１）式得，
　（ｈ（ｗ））ｔ＝ｈ′ｗｔ＝

Δ

·（ａ（ｗ）ｂ（ｘ）ｃ（ｔ）

Δ

ｗ）＋ｇ（ｘ，ｑ，ｔ）ｆ（ｗ）＝ａ（ｗ）ｂ（ｘ）ｃ（ｔ）Δｗ＋ａ′（ｗ）ｂ（ｘ）ｃ（ｔ）

Δ

ｗ２

＋ａ（ｗ）ｃ（ｔ）（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）＋ｇ（ｘ，ｑ，ｔ）ｆ（ｗ）， （１１）

同时， ｗｔ＝
ａｂｃ
ｈ′Δｗ＋

ａ′ｂｃ
ｈ′

Δ

ｗ２＋ａｃｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）＋ｇｆｈ′， （１２）

　　　　（ｗｔ）ｔ＝ｂｃ（
ａ″
ｈ′－

ａ′ｈ″
（ｈ′）２

）ｗｔ

Δ

ｗ２＋２ａ′ｂｃｈ′（

Δ

ｗ·

Δ

ｗｔ）＋ｃ（
ａ″
ｈ′－

ａ′ｈ″
（ｈ′）２

）·ｗｔ（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）

＋ａｃｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

ｗｔ）＋ｂｃ（
ａ′
ｈ′－

ａｈ″
（ｈ′）２

）ｗｔΔｗ＋
ａｂｃ
ｈ′Δｗｔ＋

ａ′ｂｃ′
ｈ′

Δ

ｗ２＋ａｃ′ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）

＋ａｂｃ′ｈ′Δｗ＋
ｇｔｆ
ｈ′＋

ｇｆ′
ｈ′ｗｔ＋

２ｇｑｆ（

Δ

ｗ·

Δ

ｗｔ）
ｈ′ －

ｇｆｈ″ｗｔ
（ｈ′）２

， （１３）

于是得到，　　 Ｐｔ＝ａ′（ｗｔ）
２＋ａ（ｗｔ）ｔ－αｅ

ｗｗｔ＝ａ′（ｗｔ）
２＋ｂｃ（ａａ″ｈ′－

ａａ′ｈ″
ｈ′）ｗｔ

Δ

ｗ２＋２ａａ′ｂｃｈ′（

Δ

ｗ·

Δ

ｗｔ）

＋ｃ（ａａ′ｈ′－
ａ２ｈ″
（ｈ′）２

）·ｗｔ（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）＋ａ
２ｃ
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

ｗｔ）＋ｂｃ（
ａａ′
ｈ′－

ａ２ｈ″
ｈ′２
）ｗｔΔｗ＋

ａ２ｂｃ
ｈ′Δｗｔ

＋ａａ′ｂｃ′ｈ′

Δ

ｗ２＋ａ
２ｃ′
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）＋ａ
２ｂｃ′
ｈ′Δｗ＋

ａｇｔｆ
ｈ′＋

ａｇｆ′
ｈ′ｗｔ＋

２ａｇｑｆ（

Δ

ｗ·

Δ

ｗｔ）
ｈ′

－
ａｇｆｈ″ｗｔ
（ｈ′）２

－αｅｗｗｔ， （１４）

由 （１０）式到 （１４）式可得
ａｂｃ
ｈ′ΔＰ－Ｐｔ＝

ａｂｃ
ｈ′（（ａ″ｗｔ

Δ

ｗ２）＋２ａ′（

Δ

ｗ·

Δ

ｗｔ）＋ａ′ｗｔΔｗ＋ａΔｗｔ－αｅ
ｗ Δ

ｗ２－αｅｗΔｗ）－Ｐｔ
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＝ａａ′ｂｃｈ″
（ｈ′）２

ｑｗｔ－（
ａｂｃαｅｗ
ｈ′ ＋ａａ′ｂｃｈ′）ｑ＋

ａ２ｂｃｈ″
（ｈ′）２

ｗｔΔｗ－（
ａｂｃ
ｈ′αｅ

ｗ＋ａ
２ｂｃ′
ｈ′）·Δｗ－ａ′（ｗｔ）

２

＋（ａ
２ｃｈ″
（ｈ′）２

－ａａ′ｃｈ′）ｗｔ（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）－ａ
２ｃ
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

ｗｔ）－
ａ２ｃ′
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）－
２ｇｑｆａ
ｈ′（

Δ

ｗ·

Δ

ｗｔ）

＋（ａｇｆｈ″
（ｈ′）２

－ａｇｆ′ｈ′＋αｅ
ｗ）ｗｔ－

ａｇｔｆ
ｈ′． （１５）

由 （１１）式有 Δｗ＝ｈ′ａｂｃｗｔ－
ａ′
ａｑ－

１
ｂ（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）－ｇｆａｂｃ． （１６）

将 （１６）式代入 （１５）式，得
ａｂｃ
ｈ′ΔＰ－Ｐｔ＝（

ａｈ″
ｈ′－ａ′）（ｗｔ）

２－ａａ′ｃｈ′ｗｔ（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）－（ａｇｆ′ｈ′＋
ａｃ′
ｃ）ｗｔ＋αｅ

ｗ（
ａ′ｂｃ
ｈ′－

ａｂｃ
ｈ′）ｑ

　　　　　　 ＋ａｃｈ′αｅ
ｗ（

Δ

ｂ·

Δ

ｗ）－ａ
２ｃ
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

ｗｔ）－
２ｇｑｆ
ｈ′

Δ

ｗ·

Δ

ｗｔ－
ａｇｆ′
ｈ′ｗｔ－

ａｇｔｆ
ｈ′＋

ｇｆ
ｈ′αｅ

ｗ＋ａｃ′ｈ′ｃｇｆ． （１７）

由 （９）式得

Δ

ｗｔ＝
１
ａ

Δ

Ｐ－ａ′ａｗｔ

Δ

ｗ＋αｅ
ｗ

ａ

Δ

ｗ． （１８）

将 （１８）式代入 （１７）式，得

ａｂｃ
ｈ′ΔＰ－Ｐｔ＝（

ａｈ″
ｈ′－ａ′）（ｗｔ）

２－（ａｇｆ′ｈ′＋
ａｃ′
ｃ）ｗｔ＋（

ａ′ｂｃ
ｈ′－

ａｂｃ
ｈ′－

２ｇｑｆ
ａｈ′）αｅ

ｗｑ－ａｃｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

Ｐ）

－
２ｇｑｆ
ａｈ′（

Δ

ｗ·

Δ

Ｐ）＋
２ａ′ｇｑｆ
ｈ′ ｑｗｔ＋

ｇｆ
ｈ′αｅ

ｗ＋ａｃ′ｈ′ｃｇｆ－
ａｇｔｆ
ｈ′． （１９）

通过 （８）式，可得 ｗｔ＝
１
ａＰ＋α

ｅｗ
ａ． （２０）

因此，可得

ａｂｃ
ｈ′ΔＰ＋

ａｃ
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

Ｐ）－Ｐｔ＝（
ａｈ″
ｈ′－ａ′）（ｗｔ）

２＋（ａ′ｂｃｈ′－
ａｂｃ
ｈ′－

２ｇｑｆ
ａｈ′）αｅ

ｗｑ－
２ｇｑｆ
ａｈ′（

Δ

ｗ·

Δ

Ｐ）＋ｇｆｈ′αｅ
ｗ

－ｃ′ｃαｅ
ｗ－ｇｆ′ｈ′αｅ

ｗ－
ａｇｔｆ
ｈ′－（

ｇｆ′
ｈ′＋

ｃ′
ｃ）Ｐ＋

２ａ′ｇｑｆ
ａｈ′ｑＰ＋

ａｃ′
ｈ′ｃｇｆ＋

２ａ′ｇｑｆ
ａｈ′αｅ

ｗ， （２１）

同时，有　ａｂｃｈ′ΔＰ＋
ａｃ
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

Ｐ）＋（ｇｆ′ｈ′＋
ｃ′
ｃ－
２ａ′ｇｑｆ
ａ２ｈ′

ｑ）Ｐ＋
２ｇｑｆ
ａｈ′（

Δ

ｗ·

Δ

Ｐ）－Ｐｔ＝
ａ２
ｈ′（
ｈ′
ａ）（ｗｔ）

２

＋（ａ′ｂｃ－ａｂｃ－２ｇｑｆ）·
αｅｗ
ｈ′ｑ＋αｅ

ｗ（
ｇ（ｆ－ｆ′）
ｈ′ －ｃ′ｃ）＋

２ａ′ｇｑｆ
ａｈ′αｅ

ｗ＋ａｃ′ｈ′ｃｇｆ－
ａｇｔｆ
ｈ′． （２２）

由假设 （２）和 （３）可以表明 （２２）的右边是非负的，即

ａｂｃ
ｈ′ΔＰ＋

ａｃ
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

Ｐ）＋（ｇｆ′ｈ′＋
ｃ′
ｃ－
２ａ′ｇｑｆ
ａ２ｈ′

ｑ）Ｐ＋
２ｇｑｆ
ａｈ′（

Δ

ｗ·

Δ

Ｐ）－Ｐｔ≥０在Ω×（０，Ｔ）． （２３）

从 （１）式到 （８）式，在Γ１×（０，Ｔ）上，可得

　　Ｐ
ｎ
＝ａ′ｗｔ

ｗ
ｎ
＋ａ
ｗｔ
ｎ
－αｅｗｗｎ

＝ａ′ｗｔｄｒ＋ａ（ｄｒ）ｔ－αｅ
ｗｄｒ＝（ａ′ｄｒ＋ａｄｒｗ）ｗｔ＋ａｒｄｔ－αｅ

ｗｄｒ

＝（ａ′ｄｒ＋ａｄｒｗ）（
１
ａＰ＋α

ｅｗ
ａ）＋ａｒｄｔ－αｅ

ｗｄｒ＝
ａ′ｒ＋ａｒｗ
ａ ｄＰ＋αｅｗｄ

ａ′ｒ＋ａｒｗ－ａｒ
ａ ＋ａｒｄｔ， （２４）

现在，由 （４）式可得
　　ｍａｘ

Ω
Ｐ（ｘ，０）＝ｍａｘ

Ω
｛ａ（ｗ０）（ｗ０）ｔ－αｅ

ｗ０｝

＝ｍａｘ
Ω

ａ（ｗ０）［

Δ

·（ａ（ｗ０）ｂ（ｘ）ｃ（０）

Δ

ｗ０）＋ｇ（ｘ，ｑ０，ｔ）ｆ（ｗ０）］
ｈ′（ｗ０）

－αｅｗ{ }０
＝ｍａｘ

Ω
ｅｗ０（
ａ（ｗ０）［

Δ

·（ａ（ｗ０）ｂ（ｘ）ｃ（０）

Δ

ｗ０）＋ｇ（ｘ，ｑ０，ｔ）ｆ（ｗ０）］
ｅｗ０ｈ′（ｗ０）

－α{ }） ＝０． （２５）
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在Γ２×（０，Ｔ）上，ｗ＝０，则

Ｐ
ｎ
＝ａ′ｗｔ

ｗ
ｎ
＋ａ
ｗｔ
ｎ
－αｅｗｗｎ

＝０． （２６）

结合 （２３）式到 （２６）式，以及应用最大值原理，可以得到Ｐ在Ω×［０，Ｔ）上的最大值是零．事实上，
可以假设Ｐ在某一点上可以取得最大值，（ｘ０，ｔ０）∈Ω×（０，Ｔ），并且

Ｐ（ｘ０，ｔ０）＞０，
Ｐ
ｎ （ｘ０，ｔ０）＞０． （２７）

接下来，利用假设 （２）式、（３）式和Ｐ（ｘ０，ｔ０）＞０，由 （２４）式可得
Ｐ
ｎ （ｘ０，ｔ０）≤０， （２８）

因此，在Ω×［０，Ｔ）上，Ｐ≤０．
由 （８）式到 （２８）式，有

ａ（ｗ）
ｅｗ
ｗｔｄｔ≤α． （２９）

对于每一个固定的ｘ∈Ω，将 （２９）式在 ［０，ｔ］上积分：

∫
ｔ

０

ａ（ｗ）
ｅｗ
ｗｔｄｔ＝∫

ｗ（ｘ，ｔ）

ｗ０（ｘ）

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ≤αｔ， （３０）

这与条件 （５）式一起表明ｗ一定是问题 （１）的整体解．实际上，如果ｗ在有限时刻Ｔ爆破，然后
ｌｉｍ
ｔ→Ｔ－
ｗ（ｘ，ｔ）＝＋∞． （３１）

此外，在 （３０）式中让ｔ→Ｔ－，可得

∫
＋∞

ｗ０（ｘ）

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ≤αＴ，

∫
＋∞

０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ＝∫

ｗ０（ｘ）

ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ＋∫

＋∞

ｗ０（ｘ）

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ≤∫

ｗ０（ｘ）

ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ＋αｔ＜＋∞． （３２）

这与条件 （５）式相矛盾，也就表明ｗ一定是一个整体解．除此之外，由 （３０）式有

Ｈ（ｗ（ｘ，ｔ））－Ｈ（ｗ０（ｘ））＝∫
ｗ（ｘ，ｔ）

ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ－∫

ｗ０（ｘ，ｔ）

ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ＝∫

ｗ（ｘ，ｔ）

ｍ０（ｘ）

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ＝∫

ｔ

０

ａ（ｗ）
ｅｗ
ｗｔｄｔ≤αｔ．

因为Ｈ是一个严格递增的函数，由此可得
ｗ（ｘ，ｔ）≤Ｈ－１（αｔ＋Ｈ（ｗ０（ｘ）））．

到此为止，已完成定理１的证明．

３　爆破解

以下是爆破解的相关定理及证明．
定理２　ｗ（ｘ，ｔ）是问题 （１）的一个解．假设如下：
（Ｉ）对任意的ｓ，ｔ∈Ｒ＋，

ａ′（ｓ）≤０，ｃ′（ｔ）≤０，ｈ′ａ≤０，ｄｔ≥０，ａ′ｒ＋ａｒｗ≥０，ｑ＝

Δ

ｗ２． （３３）

（ＩＩ）对任意的（ｘ，ｓ，ｔ）∈Ω×Ｒ＋×Ｒ＋，

ａ′ｂｃ－ａｂｃ－２ｇｑｆ≤０，
ｇ（ｆ－ｆ′）
ｈ′ －ｃ′ｃ≤０，ｇｔ≥０． （３４）

（ＩＩＩ）对常数，

β＝ｍｉｎ
Ω

ａ（ｗ０）［

Δ

·（ａ（ｗ０）ｂ（ｘ）ｃ（０）

Δ

ｗ０）＋ｇ（ｘ，ｑ０，０）ｆ（ｗ０）］
ｅｗ０ｈ′（ｗ０{ }）

＞０． （３５）

（ＩＶ） ∫
＋∞

Ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ＜＋∞，Ｍ０ ＝ｍａｘ

Ω
ｗ０（ｘ）． （３６）
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然后，ｗ（ｘ，ｔ）在有限时间Ｔ时刻爆破，并且

Ｔ≤ １β∫
＋∞

Ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ， （３７）

ｗ（ｘ，ｔ）≤Ｇ－１（β（Ｔ－ｔ））， （３８）

这里 Ｇ（ｚ）＝∫
＋∞

ｚ

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ，ｚ＞０， （３９）

其中Ｇ－１是Ｇ的逆函数．
证明　考虑以下辅助函数：

Ｑ（ｘ，ｔ）＝ａ（ｗ）ｗｔ－βｅ
ｗ． （４０）

因此，可得

Δ

Ｑ＝ａ′ｗｔ

Δ

ｗ＋ａ

Δ

ｗｔ－βｅ
ｗ Δｗ， （４１）

ΔＱ＝

Δ

·

Δ

Ｑ＝ａ″ｗｔ

Δ

ｗ２＋２ａ′（

Δ

ｗ·

Δ

ｗｔ）＋ａ′ｗｔΔｗ＋ａΔｗｔ－βｅ
ｗ Δ

ｗ２－βｅｗΔｗ． （４２）
使用与上述相同的推理过程，从 （９）式到 （２２）式，有

ａｂｃ
ｈ′ΔＱ＋

ａｃ
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

Ｑ）＋（ｇｆ′ｈ′＋
ｃ′
ｃ－
２ａ′ｇｑｆ
ａ２ｈ′

ｑ）Ｑ＋
２ｇｑｆ
ａｈ′（

Δ

ｗ·

Δ

Ｑ）－Ｑｔ＝
ａ２
ｈ′（
ｈ′
ａ）（ｗｔ）

２

＋（ａ′ｂｃ－ａｂｃ－２ｇｑｆ）·
βｅｗ
ｈ′ｑ＋βｅ

ｗ（
ｇ（ｆ－ｆ′）
ｈ′ －ｃ′ｃ）＋

２ａ′ｇｑｆ
ａ２ｈ′

βｅｗ＋ａｃ′ｈ′ｃｇｆ－
ａｇｔｆ
ｈ′． （４３）

由假设条件 （３３）式和 （３４）式可以看出，（４３）式的右部分是非正的，也就是说在Ω×（０，Ｔ）上，

ａｂｃ
ｈ′ΔＱ＋

ａｃ
ｈ′（

Δ

ｂ·

Δ

Ｑ）＋（ｇｆ′ｈ′＋
ｃ′
ｃ－
２ａ′ｇｑｆ
ａ２ｈ′

ｑ）Ｑ＋
２ｇｑｆ
ａｈ′（

Δ

ｗ·

Δ

Ｑ）－Ｑｔ≤０． （４４）

与 （２４）相同，可以得到

Ｑ
ｎ
＝
ａ′ｒ＋ａｒｗ
ａ ｄＱ＋αｅｗｄ

ａ′ｒ＋ａｒｗ－ａｒ
ａ ＋ａｒｄｔ，ｏｎΓ１×（０，Ｔ）． （４５）

然后，由 （３５）式可知
　　ｍｉｎ

Ω
Ｑ（ｘ，０）＝ｍｉｎ

Ω
ａ（ｗ０）（ｗ０）ｔ－βｅ

ｗ{ }０

＝ｍｉｎ
Ω

ａ（ｗ０）［

Δ

·（ａ（ｗ０）ｂ（ｘ）ｃ（０）

Δ

ｗ０）＋ｇ（ｘ，ｑ０，ｔ）ｆ（ｗ０）］
ｈ′（ｗ０）

－βｅｗ{ }０
＝ｍｉｎ

Ω
ｅｗ０（
ａ（ｗ０）［

Δ

·（ａ（ｗ０）ｂ（ｘ）ｃ（０）

Δ

ｗ０）＋ｇ（ｘ，ｑ０，ｔ）ｆ（ｗ０）］
ｅｗ０ｈ′（ｗ０）

－β{ }） ＝０． （４６）

在Γ２×（０，Ｔ）上，ｗ＝０，则

Ｑ
ｎ
＝ａ′ｗｔ

ｗ
ｎ
＋ａ
ｗｔ
ｎ
－αｅｗｗｎ

＝０， （４７）

结合 （４４）式到 （４７）式和条件 （３４）式，且运用最大值原理［９］，可以得到关于Ｑ在 Ω×［０，Ｔ）的最小
值是零．因此，可知

Ｑ≥０在Ω×［０，Ｔ），

也就是
ａ（ｗ）
ｅｗ
ｗｔｄｔ≥β． （４８）

在一个固定的点ｘ０∈Ω，ｗ０（ｘ０）＝Ｍ０，将 （４８）式在［０，ｔ］上积分，

∫
ｔ

０

ａ（ｗ）
ｅｗ
ｗｔｄｔ＝∫

ｗ（ｘ０，ｔ）

Ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ≥βｔ． （４９）

这与假设条件 （ＩＶ）一起说明ｗ在有限时间ｔ＝Ｔ时刻爆破．此外，在 （４９）式中让ｔ→Ｔ，可得

Ｔ≤ １β∫
＋∞

Ｍ０

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ． （５０）

对于每一个固定的点ｘ∈Ω，在［ｔ，ｓ］（０＜ｔ＜ｓ＜Ｔ）上整合不等式 （４８）式，得
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Ｇ（ｗ（ｘ，ｔ））≥Ｇ（ｗ（ｘ，ｔ））－Ｇ（ｗ（ｘ，ｓ））＝∫
＋∞

ｗ（ｘ，ｔ）

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ－∫

＋∞

ｗ（ｘ，ｓ）

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ＝∫

ｗ（ｘ，ｓ）

ｗ（ｘ，ｔ）

ａ（ｓ）
ｅｓ
ｄｓ＝∫

ｓ

ｔ

ａ（ｗ）
ｅｗ
ｗｔｄｔ

≥β（ｓ－ｔ）．
因此，让ｓ→Ｔ，可得Ｇ（ｗ（ｘ，ｔ））≥β（Ｔ－ｔ）．
因为Ｇ是一个严格递减的函数，可得ｗ（ｘ，ｔ）≤Ｇ－１（β（Ｔ－ｔ））．
到此为止，完成定理２的证明．

４　应用

例１　ｗ是以下问题的解：

（ｈ（ｗ））ｔ＝

Δ

（ｅｗ＋ｔ（１＋∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２）

Δ

ｗ）＋ｅ－ｔ（２４＋ｑ∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２）ｗ２ｅｗ，ｉｎΩ×（０，Ｔ），

ｗ
ｎ
＝ｅ－ｗｅ－ｔ∑

３

ｉ＝１
ｘｉ
４，ｏｎΓ１×（０，Ｔ），

ｗ＝０，ｏｎΓ２×（０，Ｔ），

ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ）＝（１－∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２）２，ｉｎΩ













．

这里Ω＝｛ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ｘ２＝ｘ２１＋ｘ
２
２＋ｘ

２
３＜１｝是关于Ｒ

３的一个单位球．因此，现在有ｈ（ｗ）＝ｗｅｗ，

ａ（ｗ）＝ｅｗ，ｂ（ｘ）＝１＋∑３
ｉ＝１ｘ

２
ｉ，ｃ（ｔ）＝ｅ

ｔ，ｇ（ｘ，ｑ，ｔ）＝ｅ－ｔ（２４＋ｑ∑３
ｉ＝１ｘ

２
ｉ），ｆ（ｗ）＝ｗ

２ｅｗ，ｄ（ｘ，ｔ）＝ｅ－ｔ∑３
ｉ＝１ｘｉ

４，

ｒ（ｗ）＝ｅ－ｗ．
假设 ｓ＝ ｘ２，

很容易发现条件 （Ｉ～ＩＶ）是成立的．此外，
　　　　

Δ
（ａ（ｗ０）ｂ（ｘ）ｃ（０）

Δ
ｗ０）

＝

Δ

（ｅｗ０（１＋∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２）

Δ

ｗ０）

＝ｅｗ０

Δ

ｗ０·

Δ

ｗ０（１＋∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２）＋ｅｗ０

Δ

（１＋∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２）·

Δ

ｗ０＋ｅ
ｗ０（１＋∑

３

ｉ＝１
ｘｉ
２）Δｗ０

＝ｅｗ０［ｑ０（１＋∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２）＋

Δ

（１＋∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２）·

Δ

ｗ０＋（１＋∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２）

Δ

ｗ０］

＝ｅｗ０［１６∑
３

ｉ＝１
ｘｉ
２（１－∑

３

ｉ＝１
ｘｉ
２）２（１＋∑

３

ｉ＝１
ｘ２ｉ）－８∑

３

ｉ＝１
ｘ２ｉ（１－∑

３

ｉ＝１
ｘ２ｉ）］

＋ｅｗ０［８∑
３

ｉ＝１
ｘ２ｉ（１＋∑

３

ｉ＝１
ｘ２ｉ）－１２（１＋∑

３

ｉ＝１
ｘ２ｉ）（１－∑

３

ｉ＝１
ｘ２ｉ）］， （５１）

由 （５１），可得

　　　　α＝ｍａｘ
Ω

ａ（ｗ０）［

Δ

·（ａ（ｗ０）ｂ（ｘ）ｃ（０）

Δ

ｗ０）＋ｇ（ｘ，ｑ０，０）ｆ（ｗ０）］
ｅｗ０ｈ′（ｗ０{ }）

＝ｍａｘ
Ω

ａ（ｗ０）［

Δ

（ｅｗ０（１＋∑
３

ｉ＝１
ｘ２ｉ）

Δ

ｗ０）＋（２４＋ｑ０∑
３

ｉ＝１
ｘ２ｉ）ｅ

ｗ０ｗ２０］

ｅｗ０（ｅｗ０＋ｗ０ｅ
ｗ０{ }）

＝ｍａｘ
０≤ｓ≤１
｛４ｅ（１－ｓ）２［４ｓ８－２４ｓ７＋６０ｓ６－８０ｓ５＋７０ｓ４－５２ｓ３＋４３ｓ２－２０ｓ＋３］｝＝３１３０２，

根据定理１可知ｗ一定是一个整体解，并且
ｗ（ｘ，ｔ）≤Ｈ－１（αｔ＋Ｈ（ｗ０（ｘ）））＝３１３０２ｔ＋ ｘ

２＋１．

５　小结

本文主要采用构造辅助函数，以及技术性地利用微分不等式技巧和最大值原理，得到了一类非线性抛物型

方程的整体解和爆破解的存在定理．同时，还获得了爆破速率、爆破时间的上界估计及整体解的上估计值．

０８ 　　　　　　　　　　　　　　昆明学院学报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１９年６月
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