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Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型问题的变号解和多重解
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摘要：使用变分方法中的下降流的不变集技巧研究了一类Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型问题的变号解和多重解，所得的结果改进
了文后参考文献［１］中的定理１２．
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１　预备知识

考虑Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型问题
－（ａ＋ｂ∫

Ω
ｕ２）Δｕ＝ｆ（ｘ，ｕ），　ｘ∈Ω，

ｕ＝０， ｘ∈Ω
{

，

（１）

其中ａ，ｂ＞０，Ω是ＲＮ中的光滑有界区域，ｆ是满足次临界增长条件

ｆ（ｘ，ｔ）≤Ｃ（１＋ ｔｐ－１）， （２）

的Ｃａｒａｔｈｅｏｄｏｒｙ函数（２＜ｐ＜２，２ ＝ （ｎ－２）－１２ｎ，ｎ≥３
＋∞，ｎ＝１，{ ２

）．

方程（１）有着深厚的生物学背景，它可用于描述生物的种群密度等平均量［２］．另外，此问题与 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ

静态模拟方程ｕｔｔ－（ａ＋ｂ∫
Ω
ｕ２）Δｕ＝ｇ（ｘ，ｔ）密切相关，它是经典Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ波方程的延伸，用于描述在

长度改变的情况下弹性弦的横向振动．关于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的研究结果［３－７］可参见文献［３～７］．最近，许多作
者将变分法用于方程（１）的研究，并得到一些有意义的结论，特别是Ｍａｏ和Ｚｈａｎｇ在假设ｔｆ（ｘ，ｔ）≥０下得到
下面的定理：

定理１　对（ｘ，ｔ）∈Ω×Ｒ１，定义Ｆ（ｘ，ｔ）＝∫
ｔ

０
ｆ（ｘ，ｓ）ｄｓ．若ｆ满足下列条件：

（１）当 ｔ→∞时，
Ｆ（ｘ，ｔ）
ｔ４ →＋∞对ｘ∈Ω一致成立；

（２）当 ｔ→０时，ｆ（ｘ，ｔ）＝０（ｔ）对ｘ∈Ω一致成立；

（３）当 ｔ→∞时，
１
４ｆ（ｘ，ｔ）ｔ－Ｆ（ｘ，ｔ）→＋∞对ｘ∈Ω一致成立并且存在σ＞ｍａｘ｛１，

Ｎ
２｝，使当 ｔ充

分大时有 ｆ（ｘ，ｔ）σ≤Ｃ １
４ｆ（ｘ，ｔ）ｔ－Ｆ（ｘ，ｔ[ ]） ｔσ；

（４）对一致的ｘ∈Ω，ｆ（ｘ，ｔ）是ｔ的局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续函数．
则方程（１）至少有１个正解、１个负解和１个变号解．
受到文献［８］的启发，本文将使用下降流的不变集技巧改进上述定理的结论．

令Ｘ＝Ｈ１０（Ω），众所周知，Ｘ关于内积（ｕ，ｖ）＝∫
Ω
ｕ·ｖｄｘ构成一个Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．并且，由Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌



入定理，当ｒ∈［１，２］时，Ｘ连续嵌入 Ｌｒ（Ω）；而当 ｒ∈ ［１，２）时，Ｘ紧嵌入 Ｌｒ（Ω）．特别是，存在 γｒ使得

ｕｒ≤γｒ‖ｕ‖，其中 ｕｒ，‖ｕ‖分别表示Ｌ
ｒ范数和Ｘ中的通常范数．

定义Ｘ中的泛函Φ（ｕ）＝ａ２‖ｕ‖
２＋ｂ４‖ｕ‖

４－Ψ（ｕ），其中Ψ（ｕ）＝∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ．称ｕ∈Ｘ是方程（１）

的弱解，如果对ｖ∈Ｘ都有（ａ＋ｂ‖ｕ‖２）∫
Ω
ｕ·ｖｄｘ＝∫

Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ．显然，若ｕ∈Ｘ是泛函Φ的临界点，

则它是方程（１）的弱解．因为ｆ是次临界增长的，所以Φ连续可微且对ｕ，ｖ∈Ｘ都有〈Φ′（ｕ），ｖ〉＝（ａ＋

ｂ‖ｕ‖２）∫
Ω
ｕｖｄｘ－∫

Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｖｄｘ．

２　主要结果

为了方便叙述本文所得到的主要结果，我们先给出２个基本假设：

（ａ）ｌｉｍｓｕｐ
｜ｔ｜→０

ｆ（ｘ，ｔ）
ａｔ ＜λ１对ｘ∈Ω一致成立，其中λ１ ＝ｉｎｆ｛‖ｕ‖

２：ｕ∈Ｘ，ｕ２ ＝１｝；

（ｂ）ｌｉｍｉｎｆ
｜ｔ｜→∞

ｆ（ｘ，ｔ）ｔ－４Ｆ（ｘ，ｔ）
｜ｔ｜τ

＞－α对ｘ∈Ω一致成立，其中τ∈［０，２］且０＜α＜ａλ１．

定理２　若ｔｆ（ｘ，ｔ）≥０，且条件（１），（４），（ａ）和（ｂ）成立，则方程（１）至少有１个正解、１个负解和１个变号解．

实际上，条件（３）是超４次条件的一种弱化形式．显然，如果条件（３）成立，那么ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

ｆ（ｘ，ｔ）ｔ－４Ｆ（ｘ，ｔ）
ｔτ

≥

０≥ －α对ｘ∈Ω一致成立．即条件（３）蕴含条件（ｂ）．另外，条件（ａ）比条件（２）弱得多，所以定理２是定理１的一
个改进结果．

在证明定理２之前，我们先给出２个引理．
引理１　Φ的有界（ＰＳ）序列有收敛的子列．
证明：引理的结论由ｆ的次临界增长条件和Ｓｏｂｏｌｅｖ紧嵌入定理直接可得．
引理２　若条件（ｂ）成立，则Φ满足（ＰＳ）条件．
证明：若｛ｕｎ｝是Ｘ中的（ＰＳ）序列，则可设Φ（ｕｎ）→ｃ且Φ′（ｕｎ）→０．由引理１，只需证明｛ｕｎ｝在Ｘ中有

界即可．事实上，如果条件（ｂ）成立，那么δ＞１使当 ｔ＞δ时，ｆ（ｘ，ｔ）ｔ－４Ｆ（ｘ，ｔ）≥－αｔτ．
令Ωｎ ＝｛ｘ∈Ω：ｕｎ（ｘ） ＞δ｝，Ｐ（ｘ，ｕｎ）＝ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｎ－４Ｆ（ｘ，ｕｎ）．则对充分大的ｎ，Ａ＞０使得

４（ｃ＋１）＋‖ｕｎ‖≥４Φ（ｕｎ）－〈Φ′（ｕｎ），ｕｎ〉＝ａ‖ｕｎ‖
２＋∫

Ω
Ｐ（ｘ，ｕｎ）ｄｘ

＝ａ‖ｕｎ‖
２＋∫

Ωｎ
Ｐ（ｘ，ｕｎ）ｄｘ＋∫

Ω＼Ωｎ
Ｐ（ｘ，ｕｎ）ｄｘ

≥ａ‖ｕｎ‖
２－α∫

Ωｎ
ｕｎ（ｘ）τｄｘ－Ａ

≥（ａ－αλ１
）‖ｕｎ‖

２－Ａ．

此不等式表明｛ｕｎ｝在Ｘ中有界．
定理２的证明：由（２）和条件（ａ）可知，对充分小的ε＞０，Ｂ＞０使得

Ｆ（ｘ，ｔ）＜ａ２（λ１－ε）ｔ
２＋Ｂｔｐ．

因此，

Φ（ｕ）≥ ａ２‖ｕ‖
２＋ｂ４‖ｕ‖

４－ａ２（λ１－ε）∫Ω ｕ２ｄｘ－Ｂ∫
Ω
ｕｐｄｘ≥ ａ２（１－

λ１－ε
λ１
）‖ｕ‖２－Ｂγｐｐ‖ｕ‖

ｐ．

因为ｐ＞２，所以可选取δ＞０使当ｕ∈Ｂδ时，Φ（ｕ）≥
ａ
４（１－

λ１－ε
λ１
）ｕ２，即０是Φ的局部极小值，且

Φ（Ｂδ）≥
ａ
４（１－

λ１－ε
λ１
）δ２．

设λ′１，λ２分别为负Ｌａｐｌａｃｅ的第一、第二特征值，Ｖ１，Ｖ２是相应于λ′１，λ２的特征子空间．显然，λ′１ ＝λ１．
令Ｙ＝Ｖ１!Ｖ２，则Ｙ是Ｘ的有限维子空间，因此，对ｕ∈Ｙ，θ＞０使得 ｕ４≥θ‖ｕ‖．选取大于１的自

然数ｍ满足ｍθ４ ＞ｂ４．由（１）和次临界增长条件知Ｃｍ ＞０使得Ｆ（ｘ，ｔ）≥ｍｔ
４－Ｃｍ．从而，当ｕ∈Ｙ时有：
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