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两类有向图的正交因子分解
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摘要：研究了两类有向图的正交因子分解问题，得到如下结论：１）设Ｇ是（ｍｇ＋ｎｋ，ｍｆ－ｎｋ）有向图，其中１≤ｎ＜
ｍ，Ｈ是Ｇ的任意一个有ｎｋ条边的有向子图，其中ｇ≥ｋ≥１．则Ｇ中存在子图Ｒ，Ｒ具有（ｇ，ｆ）因子分解ｋ正交于
Ｈ；２）设Ｇ是（０，ｍｆ－ｍ＋１）有向图，则对 Ｇ中任意给定的有向２ｍ星 Ｋ１，２ｍ，Ｇ有一个（０，ｆ）因子分解２正交
于Ｋ１，２ｍ．
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ｇｒａｐｈ，ｗｈｅｒｅ１≤ｎ＜ｍ．ＨｉｓａｓｕｂｄｉｇｒａｐｈｏｆＧｗｉｔｈｎｋｅｄｇｅｓａｎｄｇ≥ｋ≥１，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓｓｕｂｄｉｇｒａｐｈＲｏｆＧ，ａｎｄＲｈａｓａ（ｇ，ｆ）ｆａｃ
ｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｋｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｔｏＨ；２）ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ（０，ｆ）ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｔｏａｎｙ２ｍｓｔａｒＫ１，２ｍｉｎａ（０，ｍｆ－ｍ＋１）ｄｉｇｒａｐｈ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｄｉｇｒａｐｈ；ｆａｃｔｏｒ；ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ；ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ

　　本文只考虑无环、无平行弧的有限有向图．设Ｇ是一个有向图，具有顶点集Ｖ（Ｇ）和边集Ｅ（Ｇ）．顶点ｘ
的入度和出度分别记为ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）和ｄｅｇ

＋
Ｇ（ｘ）．ｆ＝（ｆ

－，ｆ＋）和ｇ＝（ｇ－，ｇ＋）是定义在Ｖ（Ｇ）上的整数正值函

数对，使得对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ）都有ｇ－（ｘ）≤ｆ－（ｘ）和ｇ＋（ｘ）≤ｆ＋（ｘ）．则有向图Ｇ的（ｇ，ｆ）因子是一个有向
生成子图Ｈ，且对所有ｘ∈Ｖ（Ｈ）满足：

ｇ－（ｘ）≤ｄｅｇ－Ｈ（ｘ）≤ｆ
－（ｘ），ｇ＋（ｘ）≤ｄｅｇ＋Ｈ（ｘ）≤ｆ

＋（ｘ），
特别地，Ｇ称为（ｇ，ｆ）有向图，若它本身是（ｇ，ｆ）因子．Ｇ的有向子图Ｈ称为ｍ有向子图，若Ｈ共有ｍ条弧．
为方便起见，记ｇ≤ｆ，若对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ）都有ｇ－（ｘ）≤ｆ－（ｘ）和ｇ＋（ｘ）≤ｆ＋（ｘ）；记ｋ≤ｇ，若对任意ｘ∈
Ｖ（Ｇ）都有ｋ≤ｍｉｎ｛ｇ－（ｘ），ｇ＋（ｘ）｝．有向图Ｇ的（ｇ，ｆ）因子分解Ｆ＝｛Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｔ｝是将Ｅ（Ｇ）划分成弧
不交的（ｇ，ｆ）因子 Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｔ．设 Ｈ是 Ｇ的有向子图，称因子分解 Ｆ＝｛Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｔ｝ｋ正交于 Ｈ，若

Ｅ（Ｈ）∩Ｅ（Ｆｉ） ＝ｋ对１≤ｉ≤ｍ成立．１正交即为一般意义下的正交．

Ｇａｌｌａｉ［１］给出了有向图存在（ｇ，ｆ）因子的充要条件；Ｌｉｕ［２］首次研究了有向图的因子分解问题，得到若干
基础性的结论；再此基础上．Ｗａｎｇ［３］研究了（ｍｇ＋ｋ－１，ｍｆ－ｋ＋１）有向图的正交因子分解问题．对于无向
图而言，文献［４］证明了如下结果：设ｋ是一个正整数，Ｇ是一个（ｍｇ＋ｎｋ，ｍｆ－ｎｋ）图，其中１≤ｎ＜ｍ，Ｈ是
Ｇ的任意一个有ｎｋ条边的子图．若对每个ｘ∈Ｖ（Ｇ）有ｇ≥ｋ，则Ｇ中存在子图Ｒ，Ｒ具有（ｇ，ｆ）因子分解与
ｋ正交．文献［５］证明了若Ｇ是一个（０，ｍｆ－ｍ＋１）图，则对其中任意给定的２ｍ星Ｋ１，２ｍ，Ｇ有一个（０，ｆ）因
子分解２正交于Ｋ１，２ｍ．在文献［２～５］的基础上，本文将对 （ｍｇ＋ｎｋ，ｍｆ－ｎｋ）有向图和（０，ｍｆ－ｍ＋１）有
向图的正交因子分解进行研究，得到如下结论：

定理１　设ｋ是一个正整数，Ｇ是一个（ｍｇ＋ｎｋ，ｍｆ－ｎｋ）有向图，其中１≤ｎ＜ｍ，Ｈ是Ｇ的任意一个
有ｎｋ条边的有向子图，其中ｇ≥ｋ≥１．则Ｇ中存在子图Ｒ，Ｒ具有（ｇ，ｆ）因子分解ｋ正交于Ｈ．

注：增加条件ｋ≥１，是为了使ｇ和ｆ都是正值函数，从而使得定理１的条件满足下述中的引理１的前提条
件．



定理２　设ｆ是定义在（０，ｍｆ－ｍ＋１）有向图Ｇ的顶点集Ｖ（Ｇ）上的整数正值函数，则对Ｇ中任意给定
的有向２ｍ星Ｋ１，２ｍ，Ｇ有一个（０，ｆ）因子分解２正交于Ｋ１，２ｍ．

１　预备知识

设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个有向图．Ｓ，Ｔ是Ｖ（Ｇ）的两个子集，对于任意Ｖ（Ｇ）上的函数ｆ，定义ｆ（Ｓ）＝∑
ｘ∈Ｓ
ｆ（ｘ）

且ｆ（）＝０．ＥＧ（Ｓ，Ｔ）表示一端在顶点子集Ｔ，另一端在顶点子集Ｓ的边的集合．ｅＧ（Ｓ，Ｔ）表示ＥＧ（Ｓ，Ｔ）集合
的元素个数．定义

γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）＝ｆ
＋（Ｓ）－ｇ－（Ｔ）＋ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ），

γ２Ｇ（Ｓ，Ｔ）＝ｆ
－（Ｓ）－ｇ＋（Ｔ）＋ｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）．

设Ｅ１，Ｅ２是Ｅ（Ｇ）的两个不交子集，定义（ｉ＝１，２）
ＥｉＳ ＝Ｅｉ∩Ｅ（Ｓ，Ｖ－Ｔ），ＥｉＴ ＝Ｅｉ∩Ｅ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）．

αＳ ＝ Ｅ１Ｓ ，αＴ ＝ Ｅ１Ｔ ，βＳ ＝ Ｅ２Ｓ ，βＴ ＝ Ｅ２Ｔ ．

引理１［２］　设Ｇ是一个有向图，ｆ＝（ｆ－，ｆ＋）和ｇ＝（ｇ－，ｇ＋）是定义在Ｖ（Ｇ）上的正值整数函数对，使得
对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ）都有ｇ（ｘ）≤ｆ（ｘ）．Ｅ１，Ｅ２是Ｅ（Ｇ）的两个不交子集．则Ｇ存在（ｇ，ｆ）因子使得Ｅ１Ｅ（Ｆ），
Ｅ２∩Ｅ（Ｆ）＝，当且仅当对所有Ｖ（Ｇ）的子集Ｓ，Ｔ都有γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥αＳ＋βＴ，γ２Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥αＴ ＋βＳ．

若Ｇ是一个（ｍｇ＋ｎｋ，ｍｆ－ｎｋ）有向图，对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ），设
ｐ－（ｘ）＝ｍａｘ｛ｇ－（ｘ），ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）－（ｍ－１）ｆ

－（ｘ）＋（ｎ－１）ｋ｝，

ｐ＋（ｘ）＝ｍａｘ｛ｇ＋（ｘ），ｄｅｇ＋Ｇ（ｘ）－（ｍ－１）ｆ
＋（ｘ）＋（ｎ－１）ｋ｝，

ｑ－（ｘ）＝ｍｉｎ｛ｆ－（ｘ），ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）－（ｍ－１）ｇ
－（ｘ）－（ｎ－１）ｋ｝，

ｑ＋（ｘ）＝ｍｉｎ｛ｆ＋（ｘ），ｄｅｇ＋Ｇ（ｘ）－（ｍ－１）ｇ
＋（ｘ）－（ｎ－１）ｋ｝．

类似于文献［２～４］的讨论，有

ｇ－（ｘ）≤ｐ－（ｘ）≤
ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）－ｋ

ｍ ＜
ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）＋ｋ

ｍ ≤ｑ－（ｘ）≤ｆ－（ｘ）， （１）

ｇ＋（ｘ）≤ｐ＋（ｘ）≤
ｄｅｇ＋Ｇ（ｘ）－ｋ

ｍ ＜
ｄｅｇ＋Ｇ（ｘ）＋ｋ

ｍ ≤ｑ＋（ｘ）≤ｆ＋（ｘ）． （２）

对顶点子集Ｓ，Ｔ，有

γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
ｋ（Ｓ＋ Ｔ）

ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）＋
１
ｍｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）， （３）

γ２Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
ｋ（Ｓ＋ Ｔ）

ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）＋
１
ｍｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）． （４）

若Ｇ是一个（０，ｍｆ－ｍ＋１）有向图，设Ｖ（Ｈ）＝｛ｘ０，ｘ１，…，ｘ２ｍ｝对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ），设

ｐ－（ｘ）＝ｍａｘ｛０，ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）－（ｍ－１）ｆ
－（ｘ）＋（ｍ－１）－１｝，

ｐ＋（ｘ）＝ｍａｘ｛０，ｄｅｇ＋Ｇ（ｘ）－（ｍ－１）ｆ
＋（ｘ）＋（ｍ－１）－１｝，

ｑ－（ｘ）＝ｍｉｎ｛ｆ－（ｘ），ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）｝，

ｑ＋（ｘ）＝ｍｉｎ｛ｆ＋（ｘ），ｄｅｇ＋Ｇ（ｘ）｝．
则对应（０，ｍｆ－ｍ＋１）有向图的（１）～（４）式变为：

ｇ－（ｘ）≤ｐ－（ｘ）≤
ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）－１

ｍ ＜
ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）＋ｍ－１

ｍ ≤ｑ－（ｘ）≤ｆ－（ｘ）， （５）

ｇ＋（ｘ）≤ｐ＋（ｘ）≤
ｄｅｇ＋Ｇ（ｘ）－１

ｍ ＜
ｄｅｇ＋Ｇ（ｘ）＋ｍ－１

ｍ ≤ｑ＋（ｘ）≤ｆ＋（ｘ）， （６）

γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
Ｔ
ｍ ＋

（ｍ－１）Ｓ
ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）＋

１
ｍｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）， （７）

γ２Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
Ｔ
ｍ ＋

（ｍ－１）Ｓ
ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）＋

１
ｍｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）． （８）

２　主要定理的证明

２．１　定理１的证明
设Ｈ是Ｇ的一个有ｎｋ条边的有向子图，任取Ｅ１Ｅ（Ｈ），使得 Ｅ１ ＝ｋ．令Ｅ２ ＝Ｅ（Ｈ）＼Ｅ１，则 Ｅ２ ＝
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（ｎ－１）ｋ．要证明定理１，只需要证明Ｇ存在一个（ｐ，ｑ）因子Ｆ，使得Ｅ１Ｅ（Ｆ），Ｅ２∩Ｅ（Ｆ）＝（从而由归
纳法可得到定理１）．由引理１．只需证明对所有子集Ｓ，Ｔ都有

γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥αＳ＋βＴ， （９）

γ２Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥αＴ ＋βＳ． （１０）
下面只证明（９）成立，由类似的方法可证明（１０）成立．当ｋ＝１时，结论包含在文献［３］的主要结论中．

下面设ｋ≥２．

由上面的分析可知，对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ），

ｄｅｇ－Ｇ（ｘ）≥ｍｇ
－＋ｎｋ≥ｍｋ＋ｎｋ≥ｍｋ，

ｄｅｇ＋Ｇ（ｘ）≥ｍｇ
＋＋ｎｋ≥ｍｋ＋ｎｋ≥ｍｋ，

αＳ≤ｍｉｎ｛２ｋ，ｋＳ｝，

βＴ≤ｍｉｎ｛２（ｎ－１）ｋ，（ｎ－１）ｋＴ｝，

若Ｔ＝，显然有γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥αＳ＋βＴ，从而以下均假设Ｔ都不为空，分３种情况讨论．

情况１　 Ｓ＝０．此时有αＳ ＝０，从而γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
ｍ－１
ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）≥（ｍ－１）ｋＴ≥βＴ ＝αＳ＋βＴ．

情况２　１≤ Ｓ≤ｋ．

在此情况下有

ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）≥（ｍｋ＋ｎｋ－ Ｓ）Ｔ≥ｍｋＴ，ｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）＋ Ｔ≥ｍｋ＋ｎｋ．

从而

　　　　γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
ｋ（Ｓ＋ Ｔ）

ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）＋
１
ｍｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）

≥
ｋＳ
ｍ ＋

（ｋ－１）Ｔ
ｍ ＋ｍｋ＋ｎｋｍ ＋（ｍ－１）ｋＴ

＞ｋ＋（ｍ－１）ｋＴ ＝２ｋ＋（ｎ－１）ｋＴ

≥αＳ＋βＴ．

情况３　 Ｓ≥ｋ．

在此情况下有

ｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）＋ｋ（Ｓ＋ Ｔ）≥（ｍｋ＋ｎｋ－ Ｔ）ｋ＋ｋ２＋ｋＴ ＝（ｍ＋ｎ＋１）ｋ２．

从而

　　　　γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
ｋ（Ｓ＋ Ｔ）

ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）＋
１
ｍｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）

≥ｋ２＋（ｎ＋１）ｋ
２

ｍ ＋ｍ－１ｍ βＴ

≥２ｋ＋２（ｎ＋１）ｋｍ －２（ｎ－１）ｋｍ ＋βＴ

≥αＳ＋βＴ．

综上所述，定理１成立．

２．２　定理２的证明

Ｈ，Ｅ１，Ｅ２的含义与定理１证明中类似，Ｅ１ ＝２．类似地，只需证明Ｇ存在一个（ｐ，ｑ）因子Ｆ，使得Ｅ１

Ｅ（Ｆ），Ｅ２∩Ｅ（Ｆ）＝（从而由归纳法可得到定理２）．并且只需证明（５）式对应（０，ｍｆ－ｍ＋１）有向图也成

立．当ｍ＝１时，结论又包含在文献［３］的主要结论中．下面设ｍ≥２．

若Ｔ＝，显然有γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥αＳ＋βＴ，从而以下均假设Ｔ都不为空，分３种情况讨论．

情况１　ｘ０∈Ｓ．此时有αＳ≤４，βＴ ＝０，从而

　　　　γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
Ｔ
ｍ ＋

（ｍ－１）Ｓ
ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）＋

１
ｍｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）

≥
（ｍ－１）Ｓ

ｍ ＋１ｍ［ｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）＋ Ｔ］

≥αＳ ＝αＳ＋βＴ．
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情况２　ｘ０Ｓ，ｘ０Ｔ．

在此情况下，αＳ≤ Ｓ，βＴ≤ Ｔ．因此可直接验证

γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
Ｔ
ｍ ＋

（ｍ－１）Ｓ
ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）＋

１
ｍｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）≥αＳ＋βＴ．

情况３　ｘ０∈Ｔ．

在此情况下，αＳ ＝０，βＴ≤ｍｉｎ｛Ｅ′２ ＋２（ｍ－１），Ｔ＋２（ｍ－１）｝．

１）若 Ｓ≥２．则

　　　　γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
Ｔ
ｍ ＋

（ｍ－１）Ｓ
ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）＋

１
ｍｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）

≥ Ｔ＋２（ｍ－１）
ｍ ＋ｍ－１ｍ βＴ≥

１
ｍβＴ ＋

ｍ－１
ｍ βＴ

＝βＴ ＝αＳ＋βＴ．

２）若 Ｓ＝１．则有

　　　　γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
Ｔ
ｍ ＋

（ｍ－１）Ｓ
ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）＋

１
ｍｅＧ（Ｓ，Ｖ－Ｔ）

≥
Ｅ′２ ＋１
ｍ ＋ｍ－１ｍ ＋ｍ－１ｍ （Ｅ′２ ＋２ｍ－１）

≥ Ｅ′２ ＋２（ｍ－１）

≥βＴ ＝αＳ＋βＴ．

３）若 Ｓ＝０．则有

γ１Ｇ（Ｓ，Ｔ）≥
Ｔ
ｍ ＋ｍ－１ｍ ｅＧ（Ｖ－Ｓ，Ｔ）≥

Ｅ′２ ＋１
ｍ ＋ｍ－１ｍ （Ｅ′２ ＋２ｍ）＞ Ｅ′２ ＋２（ｍ－１）≥βＴ ＝αＳ＋βＴ．

综上所述，定理２成立．
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