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具有脉冲和积分边值条件的分数阶微分方程的解

刘凤娟１，王会玫２

（１云南大学 数学系，云南 昆明６５００９１；２昆明学院 数学系，云南 昆明 ６５０２１４）

摘要：由于分数阶微分方程在实际应用中有着比整数阶微分方程更加广泛的范围．因此，提出及探讨了

具有脉冲和非局部黎曼－刘维尔积分边值条件的分数阶微分方程解的存在唯一性问题，并使用分析技巧

将问题转化成一个与之等价的积分方程，同时运用 Ｓｃｈａｅｆｅｒ不动点定理、Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理和 Ｂａｎａｃｈ

压缩映射原理得到解的存在唯一性的充分条件，然后举例验证了结论的有效性．
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　　由于分数阶微分方程有着深刻的物理背景和丰富的理论内涵，与整数阶微分方程相比较，分数阶微分
方程能够更现实地描述一些现象，因此在实际应用中有着比整数阶微分方程更加广泛的前景．近年来，分
数阶微分方程被作为复杂介质的空气动力学、工程、电动力学等系统建模和过程记忆模型描述的主要工

具，在很多领域中越来越受到关注．关于分数阶的基本知识见文献 ［１～２］．由于分数阶微分方程的广泛
应用，因此，其发展相当快．例如：Ｍｉｌｌｅｒ等［３］、Ａｇａｒｗａｌ等［４］、Ｗａｎｇ等［５］、Ａｈｍａｄ等［６］和 Ｚｈａｎｇ等［７］的

一些经典算法证明了分数阶微分方程边值问题解的存在唯一性．
另一方面，当动力系统在某时刻发生一些突然变化，如地震、收割、震动等，则脉冲方程可提供一个

更接近现实的系统建模框架．因此，许多学者［８－１１］对相关脉冲微分方程进行了深入研究．
受文献 ［６］和 ［１２］的启发，本文运用Ｓｃｈａｅｆｅｒ不动点定理、Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理和Ｂａｎａｃｈ不动点

定理，研究了在脉冲和非局部ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分边值条件下的分数阶微分方程解的存在唯一性：



ｃＤｑ０＋ｕ（ｔ）＝ｇ（ｔ，ｕ（ｔ）），ｔ∈Ｊ′，

Δｕ（ｔｋ）＝Ｉｋ（ｕ（ｔｋ）），Δｕ′（ｔｋ）＝Ｉｋ（ｕ（ｔｋ）），ｋ＝１，２，…ｍ，

ｕ（０）＝ａＩβｕ（η）＝ａ∫
η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β）
ｆ１（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ，

ｕ（１）＝ｂＩαｕ（α）＝ｂ∫
σ

０

（σ－ｓ）α－１

Γ（α）
ｆ２（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ













 

（１）

其中ｃＤｑ０＋是ｑ（１＜ｑ≤２）阶的Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数，ａ，ｂ，η，σ为常数，０＜η，σ＜１，０＜α，β≤１，ｇ∈Ｃ（Ｊ×Ｒ，
Ｒ），ＩｋＩｋ∈Ｃ（Ｒ，Ｒ），Ｊ＝［０，１］，０＝ｔ０＜ｔ１＜…ｔｍ＜ｔｍ＋１＝１，Ｊ′＝Ｊ＼｛ｔ１，ｔ２，…，ｔｍ｝，ｍ∈Ｎ，Δｕ（ｔｋ）＝ｕ（ｔｋ

＋）－ｕ（ｔｋ
－），

Δｕ′（ｔｋ）＝ｕ′（ｔｋ
＋）－ｕ′（ｔｋ

－），ｕ（ｔｋ
＋），ｕ（ｔｋ

－）分别表示ｕ（ｔ）在ｔ＝ｔｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ）处的右极限和左极限．

１　预备知识

在本节中，我们将介绍一些基础知识．
设Ｊ０＝［０，ｔ１］，Ｊ１＝（ｔ１，ｔ２］，…，Ｊｍ－１＝（ｔｍ－１，ｔｍ］，Ｊｍ＝（ｔｍ，１］，ＰＣ（Ｊ，Ｒ）＝｛ｕ：［０，１］→Ｒ：ｕ∈Ｃ（Ｊ′），

ｕ（ｔｋ
＋），ｕ（ｔｋ

－）存在且１≤ｋ≤ }ｍ，则ＰＣ（Ｊ）在范数‖ｕ‖＝ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
｜ｕ（ｔ）｜Ｆ是Ｂａｎａｃｈ空间．

定义１［１］　对于连续函数ｇ：（０，∞）→Ｒ，定义ｇ的ｑ阶ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数如下：

Ｉｑ０＋ｇ（ｔ）＝
１
Γ（ｑ）∫

ｔ

０

ｇ（ｓ）
（ｔ－ｓ）１－ｑ

ｄｓ，（其中ｑ＞０），

假设右边的积分存在．
定义２［１］　对至少ｎ次连续可微函数ｇ：（０，∞）→Ｒ，定义函数ｇ的ｑ阶Ｃａｐｕｔｏ导数如下：

ＣＤｑ０＋ｇ（ｔ）＝
１

Γ（ｎ－ｑ）∫
ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｎ－ｑ－１ｇ（ｎ）（ｓ）ｄｓ，

其中ｎ－１＜ｑ＜ｎ，ｎ＝［ｑ］＋１，［ｑ］表示不大于ｑ的最大整数．
引理１［１］　设ｑ＞０，则微分方程ｃＤｑ０＋ｕ（ｔ） ＝０的解可表示为：

ｕ（ｔ）＝ｃ０＋ｃ１ｔ＋ｃ２ｔ
２＋…＋ｃｎ－１ｔ

ｎ－１，

其中ｃｉ∈Ｒ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１，且ｎ＝［ｑ］ ＋１
引理２［１］　对ｑ＞０，有

Ｉｑ（ｃＤｑ０＋ｕ）（ｔ）＝ｕ（ｔ）＋ｃ０＋ｃ１ｔ＋ｃ２ｔ
２＋…＋ｃｎ－１ｔ

ｎ－１，

其中ｃｉ∈Ｒ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１，且ｎ＝［ｑ］ ＋１
引理３［１３］　 （ＡｓｃｏｌｉＡｒｚｅｌａ定理）设Ｓ＝ ｓ（ｔ}{ ）是一个由连续映射ｓ：［ａ，ｂ］→Ｒ构成的函数族．若

对于任意的ｔ∈［ａ，ｂ］，Ｓ是一致有界且等度连续的，则集合 ｓ（ｔ }{ ）是相对紧的，且在 Ｓ中存在一致
收敛函数序列 ｓｎ（ｔ}{ ） （ｎ＝１，２，…，ｔ∈ ［ａ，ｂ］）．

引理 ４［１３］　 （Ｓｃｈａｅｆｅｒ不动点定理）设 Ｆ：Ｒ→Ｒ是一个全连续算子，若集合 Ｅ（Ｆ） ＝
ｕ∈Ｒ：ｕ＝λＦｕ，λ∈ ［０，１ }{ ］是有界的，则Ｆ有不动点．
引理５［１４］　设Ｂ是一个Ｂａｎａｃｈ空间，假设Ω是Ｂ的一个有界开子集，０∈Ω，令Ｆ：Ω→Ｒ是一个全

连续算子，满足‖Ｆｕ‖≤‖ｕ‖，则Ｆ在Ω中有不动点．
引理６　设１＜ｑ≤２，ｇ：Ｊ→Ｒ为连续函数，０＜α，β≤１，ｋ＝１，２，…，ｍ，则带有分数阶边值条件

的脉冲分数阶微分方程
ｃＤｑ０＋ｕ（ｔ）＝ｇ（ｔ），ｔ∈Ｊ′，

Δｕ（ｔｋ）＝Ｉｋ（ｕ（ｔｋ）），Δｕ′（ｔｋ）＝Ｉｋ（ｕ（ｔｋ）），ｋ＝１，２，…ｍ，

ｕ（０）＝ａＩβｕ（η）＝ａ∫
η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β）
ｆ１（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ，

ｕ（１）＝ｂＩαｕ（α）＝ｂ∫
σ

０

（σ－ｓ）α－１

Γ（α）
ｆ２（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ，０＜α，β＜













 １

（２）
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等价于以下积分方程：

ｕ（ｔ）＝

∫
ｔ

０

（ｔ－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ）ｄｓ－ｔ∫

１

ｔｍ

（１－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ）ｄｓ＋ζ，ｔ∈Ｊ０，

∫
ｔ

ｔｋ

（ｔ－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ）ｄｓ－ｔ∫

１

ｔｍ

（１－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ）ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ ∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ）ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））

＋∑
ｋ

ｉ
（ｔ－ｔｉ）∫

ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１）
ｇ（ｓ）ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））＋ζ，ｔ∈Ｊｋ，ｋ＝１，２，…，ｍ















 

（３）

其中ζ＝－ｔ∑
ｍ

ｉ＝１
［∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Г（ｑ）
ｇ（ｓ）ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））］－ｔ∑

ｍ

ｉ＝１
（１－ｔｉ）［∫

ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１）
ｇ（ｓ）ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））］＋

ａ（１－ｔ）∫
η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β）
ｆ１（ｓ）ｄｓ＋ｔｂ∫

σ

０

（σ－ｓ）α－１

Γ（α）
ｆ２（ｓ）ｄｓ

证明　令ｕ是 （２）式的解，则由引理２，对ｔ∈Ｊ０＝［０，ｔ１］，存在常数ｃ０，ｃ１∈Ｒ使得

ｕ（ｔ）＝ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ－ｃ０－ｃ１ｔ，

ｕ′（ｔ）＝ １
Γ（ｑ－１）∫

ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ－２ｇ（ｓ）ｄｓ－ｃ１{ 

（４）

对ｔ∈Ｊ１ ＝（ｔ１，ｔ２］，存在常数ｄ０，ｄ１，使得

　　
ｕ（ｔ）＝ １

Γ（ｑ）∫
ｔ

ｔ１

（ｔ－ｓ）ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ－ｄ０－ｄ１（ｔ－ｔ１），

ｕ′（ｔ）＝ １
Γ（ｑ－１）∫

ｔ

ｔ１

（ｔ－ｓ）ｑ－２ｇ（ｓ）ｄｓ－ｄ１
{ 

由脉冲条件Δｕ（ｔ１）＝ｕ（ｔ
＋
１）－ｕ（ｔ

－
１）＝Ｉ１（ｕ（ｔ１）），Δｕ′（ｔ１）＝ｕ′（ｔ１

＋）－ｕ′（ｔ１
－）＝Ｉ１（ｕ（ｔ１）），

从而有 　　　　　

ｕ（ｔ１
＋）＝－ｄ０，

ｕ（ｔ１
－）＝ １

Γ（ｑ）∫
ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ－ｃ０－ｃ１ｔ，

ｕ′（ｔ１
＋）＝－ｄ１，

ｕ′（ｔ１
－）＝ １

Γ（ｑ－１）∫
ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－２ｇ（ｓ）ｄｓ－ｃ１











 

　　　　　　　 （５）

即　　　　　　　　　　　　
－ｄ０ ＝

１
Γ（ｑ）∫

ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ－ｃ０－ｃ１ｔ１＋Ｉ１（ｕ（ｔ１）），

－ｄ１ ＝
１

Γ（ｑ－１）∫
ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－２ｇ（ｓ）ｄｓ－ｃ１＋Ｉ１（ｕ（ｔ１））
{ 

（６）

因此，对ｔ∈Ｊ１，有

　　　　　　ｕ（ｔ）＝ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔ１

（ｔ－ｓ）ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ＋ １
Γ（ｑ）∫

ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ

　　　 ＋
（ｔ－ｔ１）
Γ（ｑ－１）∫

ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－２ｇ（ｓ）ｄｓ＋（ｔ－ｔ１）Ｉ１（ｕ（ｔ１））　　　　　　　　　　　

　　　 ＋Ｉ１（ｕ（ｔ１））－ｃ０－ｃ１ｔ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
类似地，对ｔ∈Ｊｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ），有

　　　　　　　　　　　ｕ（ｔ）＝ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔｋ
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ＋ １

Γ（ｑ）∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））＋∑

ｋ

ｉ＝１

（ｔ－ｔｉ）
Γ（ｑ－１）∫

ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－２ｇ（ｓ）ｄｓ
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＋∑
ｋ

ｉ
（ｔ－ｔｉ）Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））－ｃ０－ｃ１ｔ （７）

根据积分边值条件，得 ｕ（０）＝ａ∫
η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β）
ｆ１（ｓ）ｄｓ，

ｕ（１）＝ｂ∫
σ

０

（σ－ｓ）α－１

Γ（α）
ｆ２（ｓ）ｄｓ

综合（４）式和（７）式，有
　　　　　　　ｕ（０）＝ｃ０，

ｕ（１）＝ １
Γ（ｑ）∫

１

ｔｍ
（１－ｓ）ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ＋ １

Γ（ｑ）∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ

＋∑
ｍ

ｉ
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））＋∑

ｍ

ｉ＝１

（１－ｔｉ）
Γ（ｑ－１）∫

ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－２ｇ（ｓ）ｄｓ，　　　　　　　　　　　　　

再由积分边值条件，得

　　　　　　　 ｃ０ ＝－ａ∫
η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β）
ｆ１（ｓ）ｄｓ，

ｃ１ ＝
１
Γ（ｑ）∫

１

ｔｍ
（１－ｓ）ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ＋ １

Γ（ｑ）∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－１ｇ（ｓ）ｄｓ

＋∑
ｍ

ｉ
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））＋∑

ｍ

ｉ＝１

（１－ｔｉ）
Γ（ｑ－１）∫

ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－２ｇ（ｓ）ｄｓ　　　　　　　　　　　　　

＋∑
ｍ

ｉ
（１－ｔｉ）Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））＋ａ∫

η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β）
ｆ１（ｓ）ｄｓ　　　　　　　　　　　　　　　

－ｂ∫
σ

０

（σ－ｓ）αβ－１

Γ（α）
ｆ２（ｓ）ｄｓ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

将ｃ０，ｃ１代入（４）式和（７）式，得（３）式；反之，设ｕ为（３）式的解，经过类似地推导容易得到ｕ也是（２）式
的解．

２　主要结论

首先定义算子Ｆ：ＰＣ（［０，１］，Ｒ）→ＰＣ（［０，１］，Ｒ）如下：

　　　　　　　Ｆｕ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔｋ

（ｔ－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ－ｔ∫

１

ｔｍ

（１－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ＝１ ∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））， （８）

其中　　　　　　　　　ζ＝－ｔ∑
ｍ

ｉ＝１ ∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））

　　　　　　　　　　　　－ｔ∑
ｍ

ｉ＝１
（１－ｔｉ）∫

ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））

　　　　　　　　　　　　＋ａ（１－ｔ）∫
η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β）
ｆ１（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋ｂ∫

σ

０

（σ－ｓ）α－１

Γ（α）
ｆ２（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ

全文假设：

（Ｈ１）ｇ：Ｒ→Ｒ为连续函数，且对ｔ∈Ｊ，ｕ１，ｕ２∈Ｒ，满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，即存在常数Ｌ１ ＞０，使得

ｇ（ｔ，ｕ１）－ｇ（ｔ，ｕ２）≤Ｌ１ ｕ１－ｕ２ ；

（Ｈ２）Ｉｋ，Ｉｋ，ｆ１，ｆ２为连续函数且满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数分别为：
Ｌ２，Ｌ３，Ｌ４，Ｌ５ ＞０．

定理１　假设（Ｈ１）和（Ｈ２）成立，且
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Ｈ＝４ｍ＋２
Γ（ｑ）

Ｌ１＋２ｍＬ２＋２ｍＬ３＋
ａ

Γ（β＋１）
Ｌ４＋

ｂ
Γ（α＋１）

Ｌ５ ＜１，

则系统（１）有唯一解．
证明　对ｔ∈Ｊ，定义Ｂｈ ＝ ｕ∈ＰＣ（Ｊ，Ｒ）；ｕ≤ }{ ｈ，且

ｈ≥
（４ｍ＋２）Ｍ１＋２ｍＭ２Γ（ｑ）＋２ｍＭ３Γ（ｑ）＋

ａＭ４
Γ（β＋１）Γ

（ｑ）＋
ｂＭ５

Γ（α＋１）Γ
（ｑ）

Γ（ｑ）－（４ｍ＋２）Ｌ１－２ｍＬ２Γ（ｑ）－２ｍＬ３Γ（ｑ）－
ａ

Γ（β＋１）Γ
（ｑ）－ ｂ

Γ（α＋１）Γ
（ｑ）
，

其中ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
ｇ（ｔ，０） ＝Ｍ１，ｍａｘＩｋ（０） ＝Ｍ２，ｍａｘＩｋ（０） ＝Ｍ３，ｓｕｐｔ∈Ｊ ｆ１（ｔ，０） ＝Ｍ４，ｓｕｐｔ∈Ｊ ｆ２（ｔ，０） ＝Ｍ５

显然，Ｆ在ＰＣ（Ｊ，Ｒ）上是良定义的．首先证明Ｆ：Ｂｈ→Ｂｈ．对任意的ｔ∈Ｊｋ，ｘ∈Ｂｈ，有

　　　　 Ｆｕ（ｔ）≤∫
ｔ

ｔｋ

（ｔ－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））－ｇ（ｓ，０）＋ ｇ（ｓ，０( )） ｄｓ

＋∫
１

ｔｍ

（１－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））－ｇ（ｓ，０）＋ ｇ（ｓ，０( )） ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））－ｇ（ｓ，０）＋ ｇ（ｓ，０( )） ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））－Ｉｉ（０）＋ Ｉｉ（０( )）

＋∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））－ｇ（ｓ，０）＋ ｇ（ｓ，０( )） ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））－Ｉｉ（０）＋ Ｉｉ（０( )）

＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））－ｇ（ｓ，０）＋ ｇ（ｓ，０( )） ｄｓ

＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））－Ｉｉ（０）＋ Ｉｉ（０( )）

＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））－ｇ（ｓ，０）＋ ｇ（ｓ，０( )） ｄｓ

＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））－Ｉｉ（０）＋ Ｉｉ（０( )）

＋ａ∫
η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β） ｆ１（ｓ，ｕ（ｓ）－ｆ１（ｓ，０）＋ ｆ１（ｓ，０( )） ｄｓ

＋ｂ∫
σ

０

（σ－ｓ）α－１

Γ（α） ｆ２（ｓ，ｕ（ｓ）－ｆ２（ｓ，０）＋ ｆ２（ｓ，０( )） ｄｓ

≤
Ｌ１

Γ（ｑ＋１）‖
ｕ‖＋

Ｍ１
Γ（ｑ＋１）

＋
Ｌ１

Γ（ｑ＋１）‖
ｕ‖＋

Ｍ１
Γ（ｑ＋１）

＋
ｍＬ１

Γ（ｑ＋１）‖
ｕ‖

＋
ｍＭ１

Γ（ｑ＋１）
＋ｍＬ１‖ｕ‖＋ｍＭ２＋

ｍＬ１
Γ（ｑ）‖

ｕ‖＋
ｍＭ１
Γ（ｑ）

＋ｍＬ３‖ｕ‖

＋ｍＭ３＋
ｍＬ１

Γ（ｑ＋１）‖
ｕ‖＋

ｍＭ１
Γ（ｑ＋１）

＋ｍＬ２‖ｕ‖＋ｍＭ２＋
ｍＬ１
Γ（ｑ）‖

ｕ‖

＋
ｍＭ１
Γ（ｑ）

＋ｍＬ３‖ｕ‖＋ｍＭ３＋
ａＬ４

Γ（β＋１）‖
ｕ‖＋

ａＭ４
Γ（β＋１）

＋
ｂＬ５

Γ（α＋１）‖
ｕ‖＋

ｂＭ５
Γ（α＋１）

≤４ｍ＋２Γ（ｑ） Ｌ１‖ｕ‖＋Ｍ
( )

１＋２ｍ Ｌ２‖ｕ‖＋Ｍ( )
２＋２ｍ Ｌ３‖ｕ‖＋Ｍ( )

３

＋ ａ
Γ（β＋１）Ｌ４‖ｕ‖＋Ｍ

( )
４＋

ｂ
Γ（α＋１）Ｌ５‖ｕ‖＋Ｍ

( )
４ ≤ｈ
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所以Ｆ（Ｂｈ）Ｂｈ，即 Ｆ是Ｂｈ上的自映射．
以下证明Ｆ是Ｂｈ上的压缩映射：
对任意的ｕ１，ｕ２∈Ｂｈ，ｔ∈Ｊｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ），有

Ｆｕ１（ｔ）－Ｆｕ２（ｔ）≤∫
ｔ

ｔｋ

（ｔ－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ１（ｓ））－ｇ（ｓ，ｕ２（ｓ）ｄｓ

＋∫
１

ｔｍ

（１－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ１（ｓ））－ｇ（ｓ，ｕ２（ｓ）ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ１（ｓ））－ｇ（ｓ，ｕ２（ｓ）ｄｓ＋∑
ｋ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｕ１（ｔｉ））－Ｉｉ（ｕ２（ｔｉ））

＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ１（ｓ））－ｇ（ｓ，ｕ２（ｓ）ｄｓ＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｕ１（ｔｉ））－Ｉｉ（ｕ２（ｔｉ））

＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１） ｇ（ｓ，ｕ１（ｓ））－ｇ（ｓ，ｕ２（ｓ）
ｄｓ

＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｕ１（ｔｉ））－Ｉｉ（ｕ２（ｔｉ））＋ａ∫

η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β） ｆ１（ｓ，ｕ１（ｓ））－ｆ１（ｓ，ｕ２（ｓ））ｄｓ

＋ｂ∫
σ

０

（σ－ｓ）α－１

Γ（α） ｆ２（ｓ，ｕ１（ｓ））－ｆ２（ｓ，ｕ２（ｓ））ｄｓ

≤
Ｌ１

Γ（ｑ＋１）‖
ｕ１－ｕ２‖＋

Ｌ１
Γ（ｑ＋１）‖

ｕ１－ｕ２‖＋
ｍＬ１

Γ（ｑ＋１）‖
ｕ１－ｕ２‖＋ｍＬ２‖ｕ１－ｕ２‖

＋
ｍＬ１

Γ（ｑ＋１）‖
ｕ１－ｕ２‖＋ｍＬ３‖ｕ１－ｕ２‖＋

ｍＬ１
Γ（ｑ＋１）‖

ｕ１－ｕ２‖ ＋ｍＬ２‖ｕ１－ｕ２‖

＋
ｍＬ１
Γ（ｑ）‖

ｕ１－ｕ２‖＋ｍＬ３‖ｕ１－ｕ２‖＋
ａＬ４

Γ（β＋１）‖
ｕ１－ｕ２‖＋

ｂＬ５
Γ（α＋１）‖

ｕ１－ｕ２‖

≤ （４ｍ＋２）Ｌ１
Γ（ｑ）

＋２ｍＬ２＋２ｍＬ３＋
ａＬ４

Γ（β＋１）
＋

ｂＬ５
Γ（α＋１( )）‖ｕ１－ｕ２‖≤‖ｕ１－ｕ２‖

从而Ｆ是Ｂｈ上的压缩映射．根据 Ｂａｎａｃｈ不动点定义，得到 Ｆ在 Ｂｈ中有一个不动点，也即系统（１）在
ＰＣ（Ｊ，Ｒ）上有唯一解，证毕．

以下运用Ｓｃｈａｅｆｅｒ不动点定理证明系统（１）解的存在性．为此，假设：
（Ｈ３）设 Ω∈ Ｃ（Ｊ，Ｒ）为有界开子集，而且存在常数 Ｍｉ（ｉ＝１，２，…，５），使得 ｇ（ｔ，ｕ） ＜Ｍ１，

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ）） ＜Ｍ２，Ｉｋ（ｕ（ｔｋ）） ＜Ｍ３，ｆ１（ｔ，ｕ） ＜Ｍ４，ｆ２（ｔ，ｕ） ＜Ｍ５；

（Ｈ４）存在常数ｃｉ＞０（ｉ＝１，２，３，４，５），使得ｃｉＬｉ＝Ｍｉ（ｉ＝１，２，３，４，５）．
以下记ｃ＝ｍａｘｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４，ｃ}{

５ ．

定理２　设条件（Ｈ３）和（Ｈ４）成立，则系统（１）在Ｃ（Ｊ，Ｒ）至少有一个不动点．
证明　定理的证明可分解为以下４个步骤：
１）显然Ｆ是一个连续算子．
２）对任意的ｕ（ｔ）∈Ｃ（Ｊ，Ｒ），有

　　　　　 Ｆｕ（ｔ）≤∫
ｔ

ｔｋ

（ｔ－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋∫
１

ｔｍ

（１－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋∑
ｋ

ｉ
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））

＋∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））
ｄｓ＋∑

ｋ

ｉ
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））

＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））
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＋∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））
ｄｓ＋∑

ｍ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｕ（ｔｉ））

＋ａ∫
η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β） ｆ１（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋ｂ∫
σ

０

（σ－ｓ）α－１

Γ（α） ｆ２（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ

≤
Ｌ′１

Γ（ｑ＋１）
＋

Ｌ′１
Γ（ｑ＋１）

＋
ｍＬ′１

Γ（ｑ＋１）
＋ｍＬ′２＋

ｍＬ′１
Γ（ｑ）

＋ｍＬ′３＋
ｍＬ′１

Γ（ｑ＋１）

＋ｍＬ′２＋
ｍＬ′１
Γ（ｑ）

＋ｍＬ′３＋
ａＬ′４

Γ（β＋１）
＋

ｂ′５
Γ（α＋１）

≤
（４ｍ＋２）Ｌ′１
Γ（ｑ＋１）

＋２ｍＬ′２＋２ｍＬ′３＋
ａＬ′４

Γ（β＋１）
＋

ｂＬ′５
Γ（α＋１）

＝
（４ｍ＋２）ｃ１Ｌ１
Γ（ｑ＋１）

＋２ｍｃ２Ｌ２＋２ｍｃ３Ｌ３＋
ａｃ４Ｌ′４
Γ（β＋１）

＋
ｂｃ５Ｌ′５
Γ（α＋１）

≤ｃ（４ｍ＋２）Ｌ１
Γ（ｑ＋１）

＋２ｍＬ２＋２ｍＬ３＋
ａＬ′４

Γ（β＋１）
＋

ｂＬ′５
Γ（α＋１( )）≤ｃ （９）

从而Ｆ是一致有界的．
３）对任意的 ｕ（ｔ）∈Ｃ（Ｊ，Ｒ），有

　　　　 （Ｆｕ）′（ｔ）≤∫
ｔ

ｔｋ

（ｔ－ｓ）ｑ－２

Γ（ｑ－１）ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））
ｄｓ＋∫

１

ｔｍ

（１－ｓ）ｑ－２

Γ（ｑ－１） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））
ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ＝１ ∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－３

Γ（ｑ－２） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））
ｄｓ＋ Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））

＋∑
ｍ

ｉ＝１ ∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））
ｄｓ＋ Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））

＋∑
ｍ

ｉ＝１ ∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－３

Γ（ｑ－２） ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））
ｄｓ＋ Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））

＋ａ∫
η

０

（η－ｓ）β－２

Γ（β－１） ｆ１（ｓ，ｕ（ｓ））
ｄｓ＋ｂ∫

σ

０

（σ－ｓ）α－２

Γ（α－１） ｆ２（ｓ，ｕ（ｓ））
ｄｓ

≤
Ｌ′１
Γ（ｑ）

＋
Ｌ′１
Γ（ｑ）

＋
ｍＬ′１

Γ（ｑ－１）
＋ｍＬ′３＋

ｍＬ′１
Γ（ｑ）

＋ｍＬ′２

＋
ｍＬ′１

Γ（ｑ－１）
＋ｍＬ′３＋

ａＬ′４
Γ（β）

＋
ｂＬ′５
Γ（α）

≤
（３ｍ＋２）Ｌ′１
Γ（ｑ）

＋ｍＬ′２＋２ｍＬ′３＋
ａＬ′４

Γ（β＋１）
＋

ｂＬ′５
Γ（α－１）≤

ｃ

于是，对ｔ１，ｔ２∈［０，１］，当ｔ１ ＜ｔ２时，有

（Ｆｕ）（ｔ１）－（Ｆｕ）（ｔ２） ＝∫ｔ２ｔ１ （Ｆｕ）′（ｓ）ｄｓ≤ｃ（ｔ２－ｔ１），
由上式可知，当 ｔ２→ ｔ１时，不等式右端趋于０，从而推出 Ｆ是等度连续的，即 Ｆ在 Ω上是相对紧的，运用
ＡｓｃｏｌｉＡｒｚｅｌａ定理，知Ｆ：Ｃ（Ｊ，Ｒ）→Ｃ（Ｊ，Ｒ）是全连续的．
４）设Ｅ（Ｆ）＝ ｕ∈Ｃ（Ｊ，Ｒ），ｕ＝λＦｕ；０＜λ＜ }{ １，对ｕ∈Ｅ（Ｆ），ｕ（ｔ）＝λＦｕ（ｔ），其中λ∈（０，１），有

　　　　　　　ｕ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔｋ

（ｔ－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ－ｔ∫

１

ｔｍ

（１－ｓ）ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ

＋∑
ｋ

ｉ＝１ ∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））

＋∑
ｋ

ｉ＝１
（ｔ－ｔｉ）∫

ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））
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－ｔ∑
ｍ

ｉ＝１ ∫
ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－１

Γ（ｑ）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））

－ｔ∑
ｋ

ｉ＝１
（１－ｔｉ）∫

ｔｉ

ｔｉ－１

（ｔｉ－ｓ）
ｑ－２

Γ（ｑ－１）
ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋Ｉｉ（ｕ（ｔｉ[ ]））

＋ａ（１－ｔ）∫
η

０

（η－ｓ）β－１

Γ（β）
ｆ１（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋ｂ∫

σ

０

（σ－ｓ）α－１

Γ（α）
ｆ２（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ

从而有‖ｕ‖ ＝ｓｕｐλ（Ｆｕ）（ｔ）≤‖Ｆｕ（ｔ）‖≤ｃ，得到Ｅ（Ｆ）是有界的，由Ｓｃｈａｅｆｅｒ不动点定理，系统

（１）至少有一个解．证毕．
定理３　假设（Ｈ３）成立，且

（Ｈ５）ｌｉｍ
ｕ→０

ｆ（ｔ，ｕ）
ｕ ＝０，ｌｉｍ

ｕ→０

Ｉｋ（ｕ）
ｕ ＝０，ｌｉｍ

ｕ→０

Ｉｋ（ｕ）
ｕ ＝０，ｌｉｍ

ｕ→０

ｆ１（ｔ，ｕ）
ｕ ＝０，ｌｉｍ

ｕ→０

ｆ２（ｔ，ｕ）
ｕ ＝０，

则系统（１）至少存在一个解．
证明　考虑定理２中定义的算子Ｆ，由定理２的证明可知Ｆ是全连续的．
由条件（Ｈ５）可得，存在常数ｐ＞０，使得对０＜ ｕ＜εｉ（ｉ＝１，２，３，４，５），其中εｉ＞０，ｉ＝１，２，…，５，若

ｆ（ｔ，ｕ）≤ε１ ｕ，Ｉｋ（ｕ）≤ε２ ｕ，Ｉｋ（ｕ）≤ε３ ｕ，ｆ１（ｔ，ｕ）≤ε４ ｕ，ｆ２（ｔ，ｕ）≤ε５ ｕ，

则
４ｍ＋２
Γ（ｑ）ε１

＋２ｍε２＋２ｍε３＋
ａ

Γ（β＋１）ε４
＋ ｂ
Γ（α＋１）ε５

＜１

令Ω ＝ ｕ∈Ｃ（Ｊ，Ｒ），‖ｕ‖≤ }{ ｐ，对‖ｕ‖ ＝ｐ，由（９）式可得：

Ｆｕ（ｔ）≤ ４ｍ＋２
Γ（ｑ＋１）ε１

＋２ｍε２＋２ｍε３＋
ａ

Γ（β＋１）ε４
＋ ｂ
Γ（α＋１）ε( )５ ‖ｕ‖≤‖ｕ‖，ｕ∈Ω

因此，推出Ｆ至少有一个不动点，从而系统（１）至少有一个解．证毕．

３　举例

例１　考虑以下具有积分边值条件的脉冲分数阶微分方程：

ｃＤ
３
２
０＋ｕ（ｔ）＝

１
１５（ｔ－

２
３）ｌｎ（１＋ｕ

２（ｔ）），０＜ｔ＜１，ｔ≠ ２３，

Δｕ（２３）＝
１
２０（

１

１－ｕ２（２３）
），Δｕ′（２３）＝

１
１０（１＋ｕ（

２
３）），

ｕ（０）＝１１５∫
η

０

（η－ｓ）－
１
２

Γ（１２）

１
１＋ｓ２

ｓｉｎ（ｕ（ｓ））ｄｓ，

ｕ（１）＝１１５∫
σ

０

（σ－ｓ）－
１
２

Γ（１２）

１
１＋ｓ２

ｓｉｎ（ｕ（ｓ））ｄｓ























（１０）

其中ｇ（ｔ，ｕ（ｔ））＝１１５（ｔ－
２
３）ｌｎ（１＋ｕ

２（ｔ）），易知Ｌ１＝
１
１５，Ｌ２＝Ｌ３＝

１
１０，Ｌ４＝Ｌ５＝

１
２，α＝β＝

１
２，ａ＝ｂ＝

１
１５，Ｈ＝

４ｍ＋２
Γ（ｑ）

Ｌ１＋２ｍＬ２＋２ｍＬ３＋
ａ

Γ（β＋１）
Ｌ４＋

ｂ
Γ（α＋１）

Ｌ５ ＜１，

从而定理１的所有条件都被满足，于是得到系统（１０）在Ｊ上有唯一解．
例２　考虑以下具有积分边值条件的脉冲分数阶微分方程：
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ｃＤ
３
２
０＋ｕ（ｔ）＝

ｔ
１＋ｔ２

ｕ（ｔ）
１＋ ｕ（ｔ）

，ｔ∈［０，１］，ｔ≠ １２，

Δｕ（１２）＝
ｕ（ｔ）

１０＋ ｕ（ｔ）
，Δｕ′（１２）＝

２ｕ（ｔ）
１０＋ ｕ（ｔ）

，

ｕ（０）＝ １３０∫
η

０

（η－ｓ）－
１
２

Γ（１２）

４
１＋ｓ２

ｓｉｎ（ｕ（ｓ））ｄｓ，

ｕ（１）＝１３０∫
σ

０

（σ－ｓ）－
１
２

Γ（１２）

４
１＋ｓ２

ｓｉｎ（ｕ（ｓ））ｄｓ，０＜η，σ＜

















 １

（１１）

经过简单计算，得到Ｍ１ ＝
１
２，Ｍ２ ＝

１
１０，Ｍ３ ＝

１
５，Ｍ４ ＝Ｍ５ ＝２，α＝β＝

１
２，ａ＝ｂ＝

１
３０，且存在常数

ｃ１ ＝７５，ｃ２ ＝１，ｃ３＝２，ｃ４＝ｃ５＝４，因此ｃ＝ｍａｘ｛ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４，ｃ５｝＝７５，从而定理２的所有条件都被满足，
于是得到系统 （１１）在Ｊ上有唯一解．
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