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分数 ＩＤ消去图的邻域并条件
高　炜

（云南师范大学 信息学院，云南 昆明 ６５００９２）

摘要：若删除Ｇ中任意一个独立集后得到的图依然是分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图，则称Ｇ为分数ＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）消去图．
将若干个关于分数消去图邻域并条件的结论推广到分数ＩＤ消去图，证明了如下两个结论：１）阶为ｎ的图Ｇ满足

ｎ１２ｋ＋６ｍ－１１，δ（Ｇ） ｎ
３ ＋ｋ＋ｍ，且 ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） 

２ｎ
３对 Ｇ中任意一对不相邻的顶点 ｘ，ｙ都成

立，则Ｇ是分数ＩＤ（ｋ，ｍ）消去图；２）若δ（Ｇ） ａｎ
２ａ＋ｂ＋

ｂ２（ｉ－１）
ａ ＋２ｍ，ｎ＞（２ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ ，

且 ＮＧ（ｘ１）∪…∪ＮＧ（ｘｉ） 
（ａ＋ｂ）ｎ
２ａ＋ｂ ，对Ｖ（Ｇ）的所有独立集｛ｘ１，…，ｘｉ｝都成立．则Ｇ是分数ＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）

消去图．
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ｎ
３＋ｋ＋ｍａｎｄ ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） 

２ｎ
３ ｆｏｒａｎｙｔｗｏｎｏｎａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｉｃｅｓｘ，ｙｉｎＧ，ｔｈｅｎＧｉｓａｆｒａｃｔｉｏｎａｌＩＤ（ｋ，ｍ）ｄｅｌｅｔｅｄ

ｇｒａｐｈ；２）Ｉｆ δ（Ｇ） ａｎ
２ａ＋ｂ＋

ｂ２（ｉ－１）
ａ ＋２ｍ，ｎ＞（２ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ ，ａｎｄ ＮＧ（ｘ１）∪…∪ＮＧ（ｘｉ） 

（ａ＋ｂ）ｎ
２ａ＋ｂ ，ｆｏｒａｎｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔ｛ｘ１，…，ｘｉ｝ｉｎＶ（Ｇ），ｔｈｅｎＧｉｓａｆｒａｃｔｉｏｎａｌＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）ｄｅｌｅｔｅｄｇｒａｐｈ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｆａｃｔｏｒ；ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｌｅｔｅｄｇｒａｐｈ；ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＩＤｄｅｌｅｔｅｄｇｒａｐｈ；ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｕｎｉｏｎ

１　预备知识

分数因子理论作为一般因子理论的推广，是分数图论的核心内容之一．本文的研究对象为无向、简单、有
限图．全文采用文献［１］中标准的图论符号和标记．

设Ｇ＝（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ））是一个图．ｆ和ｇ是定义在顶点集Ｖ（Ｇ）上的两个非负整数值函数，对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ）
都满足ｇ（ｘ）

!

ｆ（ｘ）．设ｈ是定义在边集Ｅ（Ｇ）上的实值函数，满足对任意 ｅ∈ Ｅ（Ｇ）有０!ｈ（ｅ）!

１成立．令

Ｅｘ＝｛ｅ＝ｘｙ∈Ｅ（Ｇ）｝．如果对所有ｘ∈Ｖ（Ｇ）都有ｇ（ｘ）!∑
ｅ∈Ｅｘ
ｈ（ｅ）

!

ｆ（ｘ）．那么ｈ称为Ｇ的一个分数（ｇ，ｆ）示

性函数．取出在函数ｈ下不为０值的边集合，所构成Ｇ的一个支撑子图，就是Ｇ的一个分数（ｇ，ｆ）因子．如果
对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ）都有ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ），那么分数（ｇ，ｆ）因子可称为分数ｆ因子；若ｇ（ｘ）＝ａ，ｆ（ｘ）＝ｂ对任意的
ｘ∈Ｖ（Ｇ）成立，则分数（ｇ，ｆ）因子称为分数［ａ，ｂ］因子；若ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＝ｋ对任意的 ｘ∈ Ｖ（Ｇ）成立，则分
数（ｇ，ｆ）因子称为分数ｋ因子，其中ｋ为自然数．

若在Ｇ中删除任意ｍ条边后的图依然有分数（ｇ，ｆ）因子，则称Ｇ为分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图．若ｇ（ｘ）＝ａ，
ｆ（ｘ）＝ｂ对任意的ｘ∈Ｖ（Ｇ）成立，则分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图称为分数（ａ，ｂ，ｍ）消去图；若 ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＝ｋ对



任意的ｘ∈Ｖ（Ｇ）成立，则分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图称为分数（ｋ，ｍ）消去图．
文献［２］得到如下２个关于分数消去图邻域并的结论．
定理１［２］　设ｋ２，ｍ０是２个整数．Ｇ是１个阶为ｎ的图，满足ｎ８ｋ＋４ｍ－７，δ（Ｇ）ｋ＋ｍ．

若 ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） 
ｎ
２

对Ｇ中任意一对不相邻的顶点ｘ，ｙ都成立，则Ｇ是分数（ｋ，ｍ）消去图．
定理２［２］　设Ｇ是阶为ｎ的图，ａ，ｂ是２个整数满足１

!

ａ
!

ｂ．设ｇ，ｆ是２个定义在Ｖ（Ｇ）上的整值函数，

满足对所有 ｘ∈ Ｖ（Ｇ）有 ａ!

ｇ（ｘ）
!

ｆ（ｘ）
!

ｂ成立．ｉ ２是整数．若 δ（Ｇ） ｂ２（ｉ－１）
ａ ＋２ｍ，

ｎ＞（ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ ，

且　 ＮＧ（ｘ１）∪…∪ＮＧ（ｘｉ） 
ｂｎ
ａ＋ｂ

对Ｖ（Ｇ）的所有独立集｛ｘ１，…，ｘｉ｝都成立．则Ｇ是分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图．

２　分数临界消去图的邻域并条件

若删除Ｇ中任意一个独立集后得到的图依然是分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图，则称 Ｇ为分数 ＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）消去
图．若对任意的ｘ∈Ｖ（Ｇ）有ｇ（ｘ）＝ａ，ｆ（ｘ）＝ｂ，则分数 ＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）消去图称为分数 ＩＤ（ａ，ｂ，ｍ）消去图；
若对任意的ｘ∈Ｖ（Ｇ）有ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＝ｋ，则分数ＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）消去图称为分数ＩＤ（ｋ，ｍ）消去图．若ｍ＝０，
则分数ＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）消去图、分数ＩＤ（ａ，ｂ，ｍ）消去图、分数ＩＤ（ｋ，ｍ）消去图分别称为分数ＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）因
子临界图、分数ＩＤ（ａ，ｂ，ｍ）因子临界图、分数ＩＤ（ｋ，ｍ）因子临界图．

本文的主要结论是将定理１和定理２推广到分数ＩＤ消去图的形式，结论如下：

定理３　设ｋ２，ｍ０是２个整数．Ｇ是１个阶为ｎ的图，满足ｎ１２ｋ＋６ｍ－１１，δ（Ｇ） ｎ３＋ｋ＋ｍ．

若 ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） 
２ｎ
３

对Ｇ中任意一对不相邻的顶点ｘ，ｙ都成立，则Ｇ是分数ＩＤ（ｋ，ｍ）消去图．
定理４　设Ｇ是阶为ｎ的图，ａ，ｂ是２个整数满足１

!

ａ
!

ｂ．设ｇ，ｆ是２个定义在Ｖ（Ｇ）上的整值函数，对

所有ｘ∈Ｖ（Ｇ）有ａ! ｇ（ｘ）!ｆ（ｘ）!ｂ成立．ｉ２，ｍ０是２个整数．若δ（Ｇ） ａｎ
２ａ＋ｂ＋

ｂ２（ｉ－１）
ａ ＋２ｍ，

ｎ＞（２ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ ，

且　 ＮＧ（ｘ１）∪…∪ＮＧ（ｘｉ） 
（ａ＋ｂ）ｎ
２ａ＋ｂ

对Ｖ（Ｇ）的所有独立集｛ｘ１，…，ｘｉ｝都成立．则Ｇ是分数ＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）消去图．
在定理３中令ｍ＝０，可得到如下关于分数ＩＤｋ因子临界图的邻域并条件．

推论１　设ｋ２是整数．Ｇ是一个阶为ｎ的图，满足ｎ１２ｋ－１１，δ（Ｇ） ｎ
３ ＋ｋ．

若 ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） 
２ｎ
３

对Ｇ中任意一对不相邻的顶点ｘ，ｙ都成立，则Ｇ是分数ＩＤｋ因子临界图．
在定理４中令ｍ＝０，可得到如下关于分数ＩＤ（ｇ，ｆ）因子临界图的邻域并条件．
推论２　设Ｇ是阶为ｎ的图，ａ，ｂ是２个整数满足１

!

ａ
!

ｂ．设ｇ，ｆ是２个定义在Ｖ（Ｇ）上的整值函数，对

所有 ｘ∈ Ｖ（Ｇ）有 ａ
!

ｇ（ｘ）
!

ｆ（ｘ）
!

ｂ成立．ｉ ２是整数．若 δ（Ｇ） ａｎ
２ａ＋ｂ＋

ｂ２（ｉ－１）
ａ ，

ｎ＞（２ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）－２］ａ ，

且　 ＮＧ（ｘ１）∪…∪ＮＧ（ｘｉ） 
（ａ＋ｂ）ｎ
２ａ＋ｂ

对Ｖ（Ｇ）的所有独立集｛ｘ１，…，ｘｉ｝都成立．则Ｇ是分数ＩＤ（ｇ，ｆ）因子临界图．
定理３和定理４的证明以及最好性的说明主要用到以下几个引理．
引理１［３］　设 ｋ２，ｍ０是２个整数．设 Ｇ是１个图，Ｈ是 Ｇ中包含 ｍ条边的子图．则 Ｇ是分数

（ｋ，ｍ）消去图．当且仅当
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ｋ Ｓ ＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｋ Ｔ ∑

ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ（Ｔ，Ｓ）

对所有Ｖ（Ｇ）的不交子集Ｓ，Ｔ都成立．
引理２［２］　设ｇ和ｆ是定义在Ｖ（Ｇ）上的２个整值函数，对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ）有０!ｇ（ｘ）!ｆ（ｘ）成立．设ｍ０

是整数，Ｇ是１个图，Ｈ是Ｇ中包含ｍ条边的子图．则Ｇ是分数（ｇ，ｆ，ｍ）临界消去图，当且仅当

ｆ（Ｓ）＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｇ（Ｔ）∑

ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ（Ｔ，Ｓ）

对所有Ｖ（Ｇ）的不交子集Ｓ，Ｔ都成立．
引理３［４］　设ｋ２，ｍ０为２个正整数．Ｇ是阶为 ｎ的完全图，并满足 ｎ ｋ＋ｍ＋１．则 Ｇ是分数

（ｋ，ｍ）消去图．
引理４　设Ｇ是阶为ｎ的完全图，ａ，ｂ是２个整数，满足１

!

ａ
!

ｂ．设 ｇ，ｆ是２个定义在 Ｖ（Ｇ）的整值函

数，对所有ｘ∈Ｖ（Ｇ）有ａ! ｇ（ｘ）!ｆ（ｘ）!ｂ成立，ｍ０是整数．若ｎ＞（ａ＋ｂ）［２（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ ，则Ｇ

是分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图．
证明（引理４）　假设有图 Ｇ满足了引理４的所有条件，但不是分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图，则由引理２和

∑
ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ（Ｔ，Ｓ）!２ｍ可知，Ｇ满足

ｆ（Ｓ）＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｇ（Ｔ）!２ｍ－１． （１）

选择Ｓ，Ｔ使 Ｔ 最小，则知Ｔ中每个顶点ｘ都满足ｄＧ－Ｓ（ｘ）!ｂ－１．否则，若存在ｘ∈Ｔ满足ｄＧ－Ｓ（ｘ）ｂ，
则Ｓ，Ｔ＼｛ｘ｝也满足（１），这与Ｓ，Ｔ的选取矛盾．由于每个 Ｓ Ｖ（Ｇ），Ｇ－Ｓ同样也是完全图．从而对于所有
Ｖ（Ｇ）的不交子集Ｓ，Ｔ都有

　　　　　　　　　ｆ（Ｓ）＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｇ（Ｔ）－（∑

ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ（Ｔ，Ｓ））

ａＳ ＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｂ Ｔ －２ｍ

ａＳ －（ｂ－ｎ＋ Ｓ ＋１）（ｎ－ Ｓ）－２ｍ
＝ Ｓ２ ＋（ａ＋ｂ－２ｎ＋１） Ｓ －ｂｎ＋ｎ２－ｎ－２ｍ．

如果将上式看成关于 Ｓ的一元二次函数，那么令上式到达最小的 Ｓ为
２ｎ－ａ－ｂ－１

２ ．同时，由于

Ｓ是整数，可得
　　　　　 Ｓ２＋（ａ＋ｂ－２ｎ＋１）Ｓ－ｂｎ＋ｎ２－ｎ－２ｍ

（２ｎ－ａ－ｂ－１２ ）２＋（ａ＋ｂ－２ｎ＋１）（２ｎ－ａ－ｂ－１２ ）－ｂｎ＋ｎ２－ｎ－２ｍ

＝ｎａ－（ａ＋ｂ＋１２ ）２－２ｍ

＞７４ａ
２ ＋７４ｂ

２ ＋７２ａｂ－
１
４ －

５
２ａ－

５
２ｂ＋（ａ＋ｂ－１）２ｍ＞０，

这与（１）式矛盾，从而引理４成立．
证明（定理３）　设Ｉ是Ｇ中任意一个独立集．下面考虑Ｇ′＝Ｇ－Ｉ．设｜Ｖ（Ｇ′）｜＝ｎ′．

若Ｇ′是完全图，则有 ｎ′２ｎ３８ｋ＋４ｍ７（因为 ｎ′是整数）．则由引理３可知，Ｇ′是分数（ｋ，ｍ）消去

图，从而结论成立．下面假设Ｇ′不是完全图．

若｜Ｉ｜＝１，则ｎ′１２ｋ＋６ｍ－１２＞８ｋ＋４ｍ－７．δ（Ｇ′） ｎ
３ ＋ｋ＋ｍ－１＞ｋ＋ｍ． ＮＧ′（ｘ）∪ＮＧ′（ｙ） 

ｎ′
２ ＝

ｎ－１
２ 对Ｇ′中任意两个不相邻顶点 ｘ，ｙ都成立．则由定理１可知，Ｇ′是分数（ｋ，ｍ）消去图，从而结论

成立．

若｜Ｉ｜２，由邻域并条件可得 ｎ′２ｎ３８ｋ＋４ｍ－７．若存在 Ｇ′中两个不相邻的顶点 ｘ，ｙ，使得

ＮＧ′（ｘ）∪ＮＧ′（ｙ） ＜
ｎ′
２，则

２（ｎ′＋ Ｉ）
３ !

ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） ＜ｎ′２ ＋ ｜Ｉ｜，即 ｎ′＜２ｎ３．这 与 条 件

ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ）
２ｎ
３和 ｜Ｉ｜２矛盾．因此 ＮＧ′（ｘ）∪ＮＧ′（ｙ）

ｎ′
２对Ｇ′中任意两个不相邻顶点ｘ，ｙ都成立．

另外，我们有δ（Ｇ′）δ（Ｇ）－ｎ３ｋ＋ｍ．则由定理１可知，Ｇ′是分数（ｋ，ｍ）消去图，从而结论成立．
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综上所述，定理３成立．
证明（定理４）　设Ｉ是Ｇ中任意一个独立集．下面考虑Ｇ′＝Ｇ－Ｉ．设｜Ｖ（Ｇ′）｜＝ｎ′．

若Ｇ′是完全图，则有ｎ′（ａ＋ｂ）ｎ２ａ＋ｂ ＞（ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ ．由引理４可知，Ｇ′是分数（ｇ，ｆ，ｍ）消

去图，从而结论成立．下面假设Ｇ′不是完全图．

若｜Ｉ｜＝１，则ｎ′（２ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ －１＞（ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ ．δ（Ｇ′） ｂｎ
２ａ＋ｂ＋

ｂ２（ｉ－１）
ａ ＋２ｍ－１＞ｂ

２（ｉ－１）
ａ ＋２ｍ． ＮＧ′（ｘ）∪ＮＧ′（ｙ） 

ｂｎ′
ａ＋ｂ＝

ｂ（ｎ－１）
ａ＋ｂ 对Ｇ′中任意两个不相邻顶

点ｘ，ｙ都成立．则由定理２可知，Ｇ′是分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图，从而结论成立．

若｜Ｉ｜２，由邻域并条件可得ｎ′（ａ＋ｂ）ｎ２ａ＋ｂ ＞（ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ ．若存在Ｇ′中两个不相邻

的顶点ｘ，ｙ，使得 ＮＧ′（ｘ）∪ＮＧ′（ｙ） ＜ ｂｎ′
ａ＋ｂ，则

（ａ＋ｂ）（ｎ′＋ Ｉ）
２ａ＋ｂ ! ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） ＜ ｂｎ′

ａ＋ｂ＋｜Ｉ｜，

即｜Ｉ｜＞ ａｎ
２ａ＋ｂ．这与条件 ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） 

（ａ＋ｂ）ｎ
２ａ＋ｂ 和 ｜Ｉ｜ ２矛盾．因此 ＮＧ′（ｘ）∪ＮＧ′（ｙ） 

ｂｎ′
ａ＋ｂ对Ｇ′中任意两个不相邻顶点ｘ，ｙ都成立．另外，我们有δ（Ｇ′）δ（Ｇ）－

ａｎ
２ａ＋ｂ

ｂ２（ｉ－１）
ａ ＋２ｍ．则

由定理２可知，Ｇ′是分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图，从而结论成立．
综上所述，定理４成立．
下面通过构造一些图来说明定理３和定理４在一定意义上是最好的．

１）定理３中最小度的条件不能换作δ（Ｇ） ｎ
３ ＋ｋ＋ｍ－１．否则，取ｎ充分大且可以被３整除．设Ｇ′是

这样的图，它由一个孤立点ｖ和Ｋ２ｎ
３－１
中的ｋ＋ｍ－１个顶点相连．设Ｇ＝Ｇ′∨Ｋｎ

３
．令Ｉ＝Ｋｎ

３
，我们考察Ｇ′是

否为分数（ｋ，ｍ）消去图．在Ｇ′中删除与ｖ相邻的ｍ条边．设最后得到的图为Ｇ′′，则有ｄＧ′′（ｖ）＝ｋ－１．则由分
数ｋ因子的定义知，Ｇ′′无分数 ｋ因子．因此 Ｇ不是分数 ＩＤ（ｋ，ｍ）消去图，所以定理 ３中的最小度条件

δ（Ｇ） ｎ
３ ＋ｋ＋ｍ是最好的．

２）设Ｇ＝（４ｋ＋２ｍ－４）Ｋ１∨Ｋ４ｋ＋２ｍ－４∨（４ｋ＋２ｍ－３）Ｋ１．则 ｎ＝１２ｋ＋６ｍ－１１，δ（Ｇ）＝８ｋ＋４ｍ－８＞
ｎ
３＋ｋ＋ｍ，但对任意（４ｋ＋２ｍ－３）Ｋ１中任意两个不相邻顶点ｕ，ｖ有 ＮＧ（ｕ）∪ＮＧ（ｖ） ＝８ｋ＋４ｍ－８＜２ｎ３．

令Ｉ＝（４ｋ＋２ｍ－４）Ｋ１，考察 Ｇ′＝Ｋ ４ｋ＋２ｍ－４∨ （４ｋ＋２ｍ－３）Ｋ１是否为分数（ｋ，ｍ）消去图．在 Ｇ′中令 Ｓ＝

Ｋ４ｋ＋２ｍ－４且Ｔ＝（４ｋ＋２ｍ－３）Ｋ１．则 ｄＧ′－Ｓ（Ｔ）＝０且∑
ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ′（Ｔ，Ｓ）＝０．从而 ｋ Ｓ ＋∑

ｘ∈Ｔ
ｄＧ′－Ｓ（ｘ）－

ｋＴ －（∑
ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ′（Ｔ，Ｓ））＝－ｋ＜０．由引理１知，Ｇ′不是分数（ｋ，ｍ）消去图．从而Ｇ不是分数ＩＤ（ｋ，ｍ）消

去图，即定理３中条件 ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） 
２ｎ
３是紧的．

３）设Ｇ＝（４ｋ＋２ｍ－４）Ｋ１∨Ｋ４ｋ＋２ｍ－６∨（２ｋ＋ｍ－１）Ｋ２．则ｎ＝１２ｋ＋６ｍ－１２，δ（Ｇ）＝８ｋ＋４ｍ－１０＞
ｎ
３＋ｋ＋ｍ．

且对Ｇ中任意两个不相邻顶点ｘ，ｙ有 ＮＧ（ｘ）∪ＮＧ（ｙ） ８ｋ＋４ｍ－８＝
２ｎ
３．令 Ｉ＝（４ｋ＋２ｍ－４）Ｋ１，考察

Ｇ′＝Ｋ４ｋ＋２ｍ－６∨（２ｋ＋ｍ－１）Ｋ２是否为分数（ｋ，ｍ）消去图．在 Ｇ′中设 Ｓ＝Ｋ４ｋ＋２ｍ－６，Ｔ＝（２ｋ＋ｍ－１）Ｋ２，Ｈ是

Ｇ′的包含 ｍ条边的子图满足 Ｈ Ｔ．则 ｄＧ′－Ｓ（Ｔ）＝４ｋ＋２ｍ－２且 ∑
ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ′（Ｔ，Ｓ）＝２ｍ．从而

ｋＳ＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ′－Ｓ（ｘ）－ｋ Ｔ －（∑

ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ′（Ｔ，Ｓ））＝－２＜０．由引理１可知Ｇ′不是分数（ｋ，ｍ）临界消

去图．从而Ｇ不是分数ＩＤ（ｋ，ｍ）消去图，即定理３中条件ｎ１２ｋ＋６ｍ－１１是紧的．
４）我 们 可 以 通 过 构 造 一 些 图 来 说 明 定 理 ４中 的 邻 域 条 件 是 最 好 的，不 能 改 为

ＮＧ（ｘ１）∪…∪ＮＧ（ｘｉ） 
（ａ＋ｂ）ｎ
２ａ＋ｂ －１．设Ｇ＝（ａｔ＋１）Ｋ１∨ Ｋｂｔ∨ （ａｔ＋１）Ｋ１．其中 ｔ充分大，使其满足

δ（Ｇ） ａｎ
２ａ＋ｂ＋

ｂ２（ｉ－１）
ａ ＋２ｍ和ｎ＞（２ａ＋ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ａ ．则ｎ＝（２ａ＋ｂ）ｔ＋２且对Ｇ中任意

独立集｛ｘ１，…，ｘｉ｝，有
（ａ＋ｂ）ｎ
２ａ＋ｂ ＞ ＮＧ（ｘ１）∪…∪ＮＧ（ｘｉ） ＝（ａ＋ｂ）ｔ＋１＞（ａ＋ｂ）ｎ２ａ＋ｂ －１，
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令Ｉ＝（ａｔ＋１）Ｋ１，考察Ｇ′＝Ｋｂｔ∨（ａｔ＋１）Ｋ１是否为分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图．在 Ｇ′中令 Ｓ＝Ｋｂｔ，Ｔ＝（ａｔ＋１）Ｋ１．

则ｄＧ′－Ｓ（Ｔ）＝０且∑
ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ′（Ｔ，Ｓ）＝０．若 ｘ∈ Ｋｂｔ，令 ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＝ａ；若 ｘ∈ （ａｔ＋１）Ｋ１，令 ｇ（ｘ）＝

ｆ（ｘ）＝ｂ．从而ｆ（Ｓ）＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ′－Ｓ（ｘ）－ｇ（Ｔ）!

（∑
ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ（Ｔ，Ｓ））＝" ｂ＜０．由引理２知，Ｇ′不是分数

（ｇ，ｆ，ｍ）消去图．从而Ｇ不是分数ＩＤ（ｇ，ｆ，ｍ）消去图，即定理４中邻域并条件在一定程度上是最好的．
在引理２中，令ｇ（ｘ）＝ａ，ｆ（ｘ）＝ｂ，则可得到下列关于一个图是分数（ａ，ｂ，ｍ）消去图的充分必要条件．
引理５　设整数ａ，ｂ满足０

!

ａ
!

ｂ．设ｍ０，ｎ′０是整数，Ｇ是１个图，Ｈ是Ｇ中包含ｍ条边的子图．
则Ｇ是分数（ａ，ｂ，ｍ）消去图，当且仅当

ｂ Ｓ ＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ａ Ｔ ∑

ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＧ（Ｔ，Ｓ）

对所有Ｖ（Ｇ）的不交子集Ｓ，Ｔ都成立．
通过分析文献［２］中定理２的证明过程可知，对于定理４的完整证明（即不使用定理２的证明）可使用

反证法．首先假设删除某个独立集Ｉ后的图Ｇ不是分数（ｇ，ｆ，ｍ）消去图，则Ｇ满足（１）．选择Ｓ，Ｔ使 Ｔ 最

小，则可知Ｔ中每个顶点ｘ都满足ｄＧ－Ｓ（ｘ）!ｂ－１．设ｄ＝ｍｉｎ｛ｄＧ－Ｓ（ｘ）：ｘ∈Ｔ｝，则

ａ Ｓ ＋ｄ Ｔ －ｂ Ｔ !

ｆ（Ｓ）＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｇ（Ｔ）!２ｍ－１． （２）

而对于分数（ａ，ｂ，ｍ）消去图而言，可用同样的方法．假设删除某个独立集 Ｉ后的图 Ｇ不是分数
（ａ，ｂ，ｍ）消去图，则Ｇ满足

ｂ Ｓ ＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ａ Ｔ !

２ｍ－１，

选择Ｓ，Ｔ使 Ｔ 最小，则可知Ｔ中每个顶点ｘ都满足ｄＧ－Ｓ（ｘ）!ａ－１．设ｄ＝ｍｉｎ｛ｄＧ－Ｓ（ｘ）：ｘ∈Ｔ｝，则

ｂ Ｓ ＋ｄ Ｔ －ａ Ｔ !

２ｍ－１． （３）

通过比较（２）式和（３）式可知，它们的本质差别在于不等式左边关于 Ｓ和－ Ｔ 的系数ａ，ｂ互换．再

由类似的证明方法，可得到如下关于分数ＩＤ（ａ，ｂ，ｍ）消去图邻域并条件的结论．

定理５　设Ｇ是阶为ｎ的图，ａ，ｂ是２个整数满足１
!

ａ
!

ｂ．ｉ２，ｍ０是２个整数．若δ（Ｇ） ｂｎ
ａ＋２ｂ＋

ａ（ｉ－１）＋２ｍ，ｎ＞（ａ＋２ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）＋２ｍ－２］ｂ ，

且　 ＮＧ（ｘ１）∪…∪ＮＧ（ｘｉ） 
（ａ＋ｂ）ｎ
ａ＋２ｂ

对Ｖ（Ｇ）的所有独立集｛ｘ１，…，ｘｉ｝都成立．则Ｇ是分数ＩＤ（ａ，ｂ，ｍ）消去图．
由关于定理４邻域并条件的例子可知，定理５中邻域并条件在一定意义上也是最好的．同时，在定理５

中令ｍ＝０，可以得到如下关于分数ＩＤ（ａ，ｂ）因子临界图的邻域并条件．

推论３　设Ｇ是阶为ｎ的图，ａ，ｂ是２个整数满足１
!

ａ
!

ｂ．ｉ２是整数．若δ（Ｇ） ｂｎ
ａ＋２ｂ＋ａ（ｉ－１），

ｎ＞（ａ＋２ｂ）［ｉ（ａ＋ｂ）－２］ｂ ，

且　 ＮＧ（ｘ１）∪…∪ＮＧ（ｘｉ） 
（ａ＋ｂ）ｎ
ａ＋２ｂ

对Ｖ（Ｇ）的所有独立集｛ｘ１，…，ｘｉ｝都成立．则Ｇ是分数ＩＤ（ａ，ｂ）因子临界图．
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