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对称双弹簧振子横向振动的复杂性研究

何松林，黄　焱，戴祖诚
（昆明学院 物理科学与技术系，云南 昆明 ６５００３１）

摘要：利用ＭＡＴＬＡＢ数值求解对称双弹簧振子横向振动的微分方程，程序设计为对任意选取的系统参数和初始
条件，均可绘制出振动曲线和相图．数值实验表明：对称双弹簧振子的横向运动是周期振动，振动特性随初始条
件发生改变；当振幅远大于弹簧原长时，横向振动趋于简谐振动，并与纵向振动有相同的周期；当振幅远小于弹

簧原长时，横向振动趋于立方非线性振动，其振动周期与振幅成反比．
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　　弹簧振子是由质量可以忽略的轻质弹簧和质点
构成的系统，是物理学及工程技术中的重要模型［１］．
若在弹性限度内，回复力与弹簧的形变量成正比，即

满足胡克定律，系统将作简谐振动．这种情况下，系
统被称为线性谐振子．作为复杂振动研究的基础，谐
振子模型在宏观物体及微观粒子（原子、分子）的振

动［２］研究中，都发挥了巨大的作用．如果回复力不满
足胡克定律，如回复力中含有形变量的平方项或立

方项，则系统被称为非线性振子，其振动是非线性

的．各类振子振动的性质，长期都是研究的热
点［３－５］．本文拟对由２个相同的轻质弹簧和１个质
点构成的对称双弹簧振子的横向运动进行研究，揭

示其振动的复杂性．

１　运动微分方程

对称双弹簧振子系统如图１所示，由一端固定
的２个相同的轻质弹簧连接１个质点构成．设弹簧
的原长为ｌ，倔强系数为ｋ，质点的质量为 ｍ．以２个
弹簧无形变时质点的平衡位置为原点，２个弹簧的
固定点连线为 ｘ轴，与此垂直的方向为 ｙ轴建立坐
标系．当质点沿 ｘ轴运动时，称为纵向振动；当质点

沿ｙ轴运动时，称为横向振动．

设弹簧的弹性回复力遵从胡克定律．对称双弹
簧振子纵向振动时，若质点的位移为ｘ，质点ｍ所受
合力为－２ｋｘ．由牛顿第二定律得纵向振动微分方
程为：

ｘ̈＋２ｋｍｘ＝０． （１）

（１）式是圆频率为ω０＝
２ｋ
槡ｍ的简谐振动微分方

程，说明对称双弹簧振子的纵向振动为简谐振动，周



期为Ｔ０＝
２πｍ
槡ｋ ．

对称双弹簧振子横向振动时，如图１所示，若质

点的位移为 ｙ，则每根弹簧的伸长量为 ｌ２＋ｙ槡
２ －ｌ．

由对称性分析知，此时质点受到两根弹簧的弹性力

在ｘ方向相互抵消，所受合力沿ｙ方向．由胡克定律

知，质点所受合力为 －２ｋ（ ｌ２＋ｙ槡
２ －ｌ） ｙ

ｌ２＋ｙ槡
２
．再

由牛顿第二定律得：̈ｙ＋２ｋｍ（１－
ｌ
ｌ２＋ｙ槡

２
）ｙ＝０，并将

ω０＝
２ｋ
槡ｍ代入得：

ｙ̈＋ω２０（１－
ｌ
ｌ２＋ｙ槡

２
）ｙ＝０． （２）

（２）式为对称双弹簧振子横向振动微分方程，
是一个非线性微分方程，无法求出其精确的解析解．
我们将采用数值实验对其进行分析研究，得出对称

双弹簧振子横向振动的特性．

２　算法与程序

众所周知，（１）式是简谐振动微分方程，其解为
余弦型函数．简谐振动的相图是椭圆［６］，振动曲线是

余弦（正弦）型曲线，周期为
２π
ω０
．

那么（２）式表示的横向振动的情况又怎样呢？
采用 ＭＡＴＬＡＢ进行数值实验．利用 ｏｄｅ４５函数对
（２）式进行四阶龙格—库塔数值求解，并用绘图函
数画出ｖ－ｙ及ｙ－ｔ曲线，得出相图和振动曲线［７］．
具体的ＭＡＴＬＡＢ程序如下：
２１待求函数ｆｕｎｖｔ文件ｆｕｎｖｔ．ｍ

依据方程（２），设计 ｆｕｎｖｔ．ｍ文件，用来创建待
求函数ｆｕｎｖｔ，以便于使用ｏｄｅ４５进行求解．代码为：

ｆｕｎｃｔｉｏｎｆ＝ｆｕｎｖｔ（ｔ，ｙ）
ｇｌｏｂａｌｗ０ｌ；
ｆ＝［ｙ（２）；－ｗ０^２ｙ（１）＋ｗ０^２ｙ（１）ｌ／ｓｑｒｔ

（ｙ（１）^２＋ｌ^２）］；
２２求解ｆｕｎｖｔ函数的ｍ文件ｖｔｏ．ｍ

设计可任意改变弹簧原长 ｌ，纵向振动（系统固
有）圆频率ω０，初位移ｙ０和初速度ｖ０等参数的求解
ｆｕｎｖｔ函数的 ｖｔｏ．ｍ文件，以便实施数值实验．程
序为：

ｃｌｅａｒ；
ｃｌｏｓｅａｌｌ；
ｇｌｏｂａｌｌｗ０；
ｌ＝ｉｎｐｕｔ（′输入弹簧原长ｌ＝′）；
ｗ０＝ｉｎｐｕｔ（′输入圆频率ｗ０＝′）；
ｙ０＝ｉｎｐｕｔ（′输入初始位移ｙ０＝′）；
ｖ０＝ｉｎｐｕｔ（′输入初速度ｖ０＝′）；
ｆｉｇｕｒｅ；
［ｔ，ｙ］＝ｏｄｅ４５（′ｆｕｎｖｔ′，［０，５０］，［ｙ０，ｖ０］）；

ｐｌｏｔ（ｔ，ｙ（：，１）／ｙ０，′－′）；％绘制振动曲线
ｘｌａｂｅｌ（′ｔ′），ｙｌａｂｅｌ（′ｙ′）
ｐａｕｓｅ；
ｆｉｇｕｒｅ；
［ｔ，ｙ］＝ｏｄｅ４５（′ｆｕｎｖｔ′，［０，２００］，［ｙ０，ｖ０］）；
ｐｌｏｔ（ｙ（：，１），ｙ（：，２），′－′）；％绘制相图
ｘｌａｂｅｌ（′ｖ′），ｙｌａｂｅｌ（′ｙ′）．

３　数值实验结果及分析

３１横向运动是周期振动
执行上述的ｖｔｏ．ｍ文件，当ｌ＝０２ｍ，ω０＝１ｓ

－１，

ｙ０＝０２ｍ及ｖ０＝０时得到的振动曲线和相图如图２
所示，振动曲线为等幅振荡曲线，而相图为封闭曲

线．改变参数，再进行多次数值实验，结果发现，无论
怎样改变参数ｌ，ω０，ｙ０和ｖ０，得到的振动曲线都是等
幅振荡曲线，相图都是闭合曲线．这一结果表明，对
称双弹簧振子的横向运动在各种情况下都是周期

振动．

３２当｜
ｙ０
ｌ｜或｜

ｖ０
ｌ｜很大时，横向运动趋于简谐振动

　　数值实验发现，同一个对称双弹簧振子（ｌ，ω０
一定），当初始条件（ｙ０和ｖ０）改变时，振动性质会发
生改变，这与一般非线性振动的特征是一致的．数值

实验发现，当｜
ｙ０
ｌ｜≥１０或｜

ｖ０
ｌ｜≥１０时，横向振动的

相图趋于椭圆．图３中（ａ）图是ｌ＝０２ｍ，ω０＝１ｓ
－１，

ｙ０＝２０ｍ及ｖ０＝０时的相图；而（ｂ）图是ｌ＝０２ｍ，

ω０＝１ｓ
－１，ｙ０＝０１ｍ及 ｖ０＝２００ｍ／ｓ时的相图；它

们的形状都接近椭圆．这表明当｜
ｙ０
ｌ｜或｜

ｖ０
ｌ｜很大时，

对称双弹簧振子的横向振动趋于简谐振动．
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事实上，当｜
ｙ０
ｌ｜或｜

ｖ０
ｌ｜很大时，将会有

ｙ２

ｌ２
＞＞１，

则
ｌｙ
ｌ２＋ｙ槡

２
→０．在此条件下，（２）式化为 ｙ̈＋ω２０ｙ＝０，

与（１）式相同．也就是说，当振幅远大于弹簧原长
时，对称双弹簧振子的振动可视为简谐振动，并且其

周期与纵向振动的周期相同．

３３当｜
ｙ０
ｌ｜≤

１
３时，横向振动周期与振幅成反比

　　数值实验发现，同一个对称双弹簧振子（ｌ，ω０

一定），当｜
ｙ０
ｌ｜≤

１
３时，其横向振动的周期明显随初

始位移ｙ０的增大而减小．为了得出更明确的关系，
将ｙ０取不同值时的 ｙ／ｙ０随时间 ｔ的变化曲线在同
一图中显示出来，结果如图４所示．图中是 ｌ＝０２
ｍ，ω０＝１ｓ

－１的对称双弹簧振子，在初速度 ｖ０＝０的
情况下，ｙ０分别取ｙ０１＝００２ｍ，ｙ０２＝００４ｍ及ｙ０３＝
００６ｍ时ｙ／ｙ０随时间ｔ的变化曲线．从图中可明显
看出，对应于ｙ０１，ｙ０２及ｙ０３的周期Ｔ１，Ｔ２和Ｔ３之间存

在关系
１
２Ｔ１＝Ｔ２＝

３
２Ｔ３．由于 ｙ０１＝

１
２ｙ０２＝

１
３ｙ０３，则

Ｔ１ｙ０１＝Ｔ２ｙ０２＝Ｔ３ｙ０３，或Ｔ１：Ｔ２：Ｔ３＝
１
ｙ０１
：
１
ｙ０２
：
１
ｙ０３
．

改变 ｌ，ω０，进一步进行数值实验，得到相同结
果．由于ｖ０＝０，ｙ０就是振幅．由此可总结得出：对称

双弹簧振子在｜
ｙ０
ｌ｜≤

１
３的情况下，横向振动的周期

与振幅成反比．

在ｖ０＝０的情况下，如果｜
ｙ０
ｌ｜＜＜１，那么一定有

ｙ２０
ｌ２
＜＜１．将 ｌ

ｌ２＋ｙ槡
２
＝（１＋ｙ

２

ｌ２
）－

１
２作二项式展开，并

忽略高阶项得
ｌ
ｌ２＋ｙ槡

２
≈１－ｙ

２

２ｌ２
．此时（２）式可化为

ｙ̈＋
ω２０
２ｌ２
ｙ３＝０． （３）

（３）式是立方非线性振动微分方程，许多文
献［８－９］报道过其周期与振幅成反比．也就是说，对称
双弹簧振子在振幅小于弹簧原长三分之一的情况

下，表现出立方非线性振动的特性．

除以上讨论的｜
ｙ０
ｌ｜≥１０和｜

ｙ０
ｌ｜≤

１
３两种情况

外，在振幅处于
１
３＜｜

ｙ０
ｌ｜＜１０的大范围内，横向振

动虽然也都是周期振动，但不同振幅时的振动性质

差异很大．振动周期都与初始条件有关，但具体的变
化关系无法从数值实验中总结出来，需要更深入的

研究．

４　结论

通过以上的数值实验，可以得到以下结论：对称

双弹簧振子的横向振动是周期振动，振动特性随初

始条件发生改变；当振幅远大于弹簧原长时，横向振

动趋于简谐振动，并与纵向振动有相同的周期；当振

幅远小于弹簧原长时，横向振动趋于立方非线性振

动，其振动周期与振幅成反比．
综上所述，通过数值实验分析了对称双弹簧振

子横向振动的复杂性，得出有益的结果，丰富了弹簧

振子的研究．
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