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ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵的逆的
无穷范数一个新上界

孙　益，刘亚军，冶海姣
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摘要：ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵作为一类特殊的Ｈ矩阵在数值代数中有着重要的作用．利用矩阵逆的无

穷范数，给出了 ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵逆的无穷范数的一个新上界．通过给出的 ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ

矩阵逆的无穷范数的新上界得到了 ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵最小奇异值新的下界，并经过比较

ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵逆的无穷范数的新上界与已有的结果，从理论上证明了ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵

逆的无穷范数的新上界改进了已有的结果，同时通过数值例子证明该上界改进了相关结果．
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１　预备知识

Ｈ矩阵不仅在数值分析中有着重要的作用，还在优化理论和其他应用科学 （如控制系统的稳定性）

中有着非常重要的应用．Ｃｖｅｔｋｏｖｉｃ"在文献 ［１］中通过研究Ｈ矩阵的性质得到了更好的特征值定位集．
定义１［２］　设矩阵Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ），称 〈Ａ〉＝（珔ａｉｊ）为矩阵Ａ的比较矩阵，其中

珔ａｉｊ＝
ａｉｉ，ｉ＝ｊ，

－ ａｉｊ，ｉ≠{ ｊ．

若 〈Ａ〉－１≥０且 〈Ａ〉－１ｉｊ ≤０（ｉ≠ｊ），则称 Ａ为 Ｍ矩阵；若 〈Ａ〉为非奇异 Ｍ矩阵，则称矩阵 Ａ



是Ｈ矩阵．
由于直接判定一个矩阵是否为 Ｈ矩阵是非常复杂的，因此转而研究其子类矩阵，如：严格对角占优

矩阵、双严格对角占优矩阵、ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵等．本文主要对 ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵进行研
究，其定义如下：

定义２［３］　若Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，存在ｊ∈Ｎ＝｛１，２，…，ｎ｝，ｊ≠ｉ，使得

（ａｉｉ －ｒ
ｊ
ｉ（Ａ））ａｊｊ ＞ ａｉｊｒｊ（Ａ），

其中 ｒｊｉ（Ａ）＝ｒｉ（Ａ）－ ａｉｊ，ｒｉ（Ａ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｊ
ａｉｊ，

则矩阵Ａ称为ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵，简记为ＤＺ矩阵．
近年来，许多学者对ＤＺ矩阵的性质进行研究，并得到了许多结果［２－３］，如文献 ［４］给出了 ＳＤＤ，

ＤＳＤＤ，ＤＺ和Ｈ矩阵的关系：
｛ＳＤＤ｝ ｛ＤＳＤＤ｝ ｛Ｄ－Ｚ｝ ｛Ｈ｝．

通过研究ＳＤＤ，ＤＳＤＤ，ＤＺ和Ｈ矩阵的关系可以得到矩阵新的特征值定位，而研究ＤＺ矩阵可以更
加清楚地了解Ｈ矩阵的性质，因此研究 ＤＺ的特征值定位集是极其必要的．文献 ［１］证明了 ＤＺ矩阵
是一个非奇异Ｈ矩阵，利用ＤＺ矩阵的非奇异性所得到的特征值定位要比 Ｈ矩阵所得到的特征值区域更
精确，而且比ＳＤＤ和ＤＳＤＤ所得到的特征值定位区域要广．

在实际计算中常常用‖Ａ－１‖∞来估计矩阵Ａ的特征值的上界，文献 ［５～６］均说明了‖Ａ－１‖∞在估

计矩阵特征值定位中有着极其重要的作用．因此，本文通过矩阵的逆的无穷范数对 ＤＺ矩阵进行研究，
从而得到ＤＺ矩阵逆的无穷范数的一个新上界．

定理１［２］　设矩阵Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ是ＤＺ矩阵，则‖Ａ－１‖∞≤α（Ａ），其中
α（Ａ）＝ｍａｘ｛α１（Ａ），α２（Ａ）｝，

α１（Ａ）＝ｍａｘｊ∈Ｎ，ｉ≠ｊ

ａｊｉ ＋ ａｉｉ
（ａｊｊ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｊｉ）ａｉｉ － ａｉｉｒｉ（Ａ）

，

α２（Ａ）＝ｍａｘｊ∈Ｎ，ｉ≠ｊ

ａｊｊ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｊｉ ＋ｒｉ（Ａ）
（ａｊｊ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｊｉ）ａｉｉ － ａｉｉｒｉ（Ａ）

．

于是本文利用矩阵逆的范数定义，得到 ＤＺ矩阵逆的无穷范数的一个新上界，并证明该上界优于上
述定理１中的界．

２　主要结果

众所周知，当矩阵Ａ非奇异时，文献 ［４］给出了如下结果：

‖Ａ－１‖ －１
∞ ＝ｉｎｆｘ≠０

‖Ａｘ‖∞

‖ｘ‖∞
＝ ｍｉｎ
‖ｘ‖∞＝１

‖Ａｘ‖∞ ＝ｍａｘｉ∈Ｎ Ａｘ( ) ｉ． （１）

当‖ｘ‖∞ ＝１，对每个ｉ∈Ｎ

　　　　　　　　　 （Ａｘ）ｉ ＝ ∑ｊ∈Ｎａｉｊｘ

ｊ ≥ ａｉｉ ｘｉ － ∑

ｊ∈Ｎ#｛ｉ｝
ａｉｊ ｘｊ ． （２）

利用上述可得如下ＤＺ矩阵逆的无穷范数的上界．
定理２　设Ａ∈Ｃｎ×ｎ为ＤＺ矩阵，则

　　　　‖Ａ－１‖∞≤μ１( )Ａ：＝ｍａｘ
ｉ≠ｊ，ｉ∈Ｎ

ａｉｉ －ｒ
ｊ
ｉ（Ａ）＋ｒｊ（Ａ）

（ａｉｉ －ｒ
ｊ
ｉ（Ａ））ａｊｊ － ａｉｊｒｊ（Ａ）

．

证明　因为Ａ是非奇异的，由 （１）式和 （２）式，对指数ｋ和ｔ有
‖ｘ‖∞ ＝ ｘ


ｋ ＝１≥ ｘｔ ≥ ｘｊ ，ｊ∈Ｎ#

｛ｋ｝，
对ｉ＝ｔ，ｉ＝ｋ由 （２）式得

　　　 （Ａｘ）ｋ≥ ａｋｋ － ∑
ｊ∈Ｎ#｛ｋ｝

ａｋｊ ｘｔ ＝ ａｋｋ －ｒｋ（Ａ）ｘｔ ，
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和 （Ａｘ）ｔ≥ ａｔｔ － ∑
ｊ∈Ｎ#｛ｔ｝

ａｔｊ ＋ ａｔｋ ｘｔ － ａｔｋ ＝（ａｔｔ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ）ｘｔ － ａｔｋ ．

由 （１）式得
‖Ａ－１‖ －１

∞ ≥ｍａｘ｛ａｋｋ －ｒｋ（Ａ）ｘ

ｔ ，ａｔｔ －ｒｔ（Ａ）ｘｔ － ａｔｋ｝．

‖Ａ－１‖ －１
∞ 下界有下面两种情况：

１）　　　　　　　　 ａｋｋ －ｒｋ（Ａ）ｘｔ ≥（ａｔｋ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ）ｘｔ － ａｔｋ，

ａｋｋ ＋ ａｔｋ≥（ｒｋ（Ａ）－ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｔ ＋ ａｔｋ）ｘｔ ，

　　　　ｘｔ ≤
ａｋｋ ＋ ａｔｋ

ｒｋ（Ａ）－ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｔ ＋ ａｔｋ
，

　　‖Ａ－１‖ －１
∞ ≥ ａｋｋ －ｒｋ（Ａ）ｘｔ ≥

（ ａｋｋ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ）ａｋｋ － ａｔｋ ｒｋ（Ａ）
ａｔｔ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ ＋ｒｋ（Ａ）



２）　　　　（ａｔｋ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ）ｘｔ － ａｔｋ≥ ａｋｋ －ｒｋ（Ａ）ｘｔ ，

　　　　　　　　　　 ｘｔ ≥
ａｋｋ ＋ ａｔｋ

ｒｋ（Ａ）－ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｔ ＋ ａｔｋ
，

　　　　　　　　　　　‖Ａ－１‖ －１
∞ ≥（ａｔｔ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ）ｘ


ｔ － ａｔｋ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≥
（ａｔｔ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ）ａｋｋ － ａｔｋ ｒｋ（Ａ）

ａｔｔ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ ＋ｒｋ（Ａ）
，

得 ‖Ａ－１‖ －１
∞ ≥
（ａｔｔ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ）ａｋｋ － ａｔｋ ｒｋ（Ａ）

ａｔｔ －ｒｔ（Ａ）＋ ａｔｋ ＋ｒｋ（Ａ）

≥ ｍｉｎ
ｉ≠ｊ： ａｉｉ－ｒｉ( )Ａ ＋ ａｉｊ＋ｒｊ（Ａ）

（ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ）ａｊｊ － ａｉｊｒｊ（Ａ）
ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ ＋ｒｊ（Ａ）

，

则 ａｔｔ －ｒｔ( )Ａ ＋ ａｔｋ ＋ｒｋ（Ａ）＝０，
即 ａｔｔ －ｒｔ( )Ａ ＋ ａｔｋ ＝ｒｋ（Ａ）＝０．

综上可得 ‖Ａ－１‖ －１
∞ ≥ｍａｘ｛ａｋｋ，－ ａｔｋ｝＝ ａｋｋ ．

若 ａｉｉ －ｒｉ( )Ａ ＋ ａｉｊ≠０，则

‖Ａ－１‖ －１
∞ ≥ ａｋｋ ＝

（ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ）ａｋｋ
ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ

　 ＝
（ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ）ａｋｋ － ａｉｋ ｒｋ（Ａ）

ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ ＋ｒｋ（Ａ）

　　　　　　　　　　　≥ ｍｉｎ
ｉ≠ｊ： ａｉｉ－ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ＋ｒｉ（Ａ）

（ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ）ａｉｊ － ａｉｋ ｒｋ（Ａ）
ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ ＋ｒｊ（Ａ）

．

若 ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ ＝０，则

μ１
－１（Ａ）＝ ｍｉｎ

ｉ≠ｊ： ａｉｉ－ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ＋ｒｊ（Ａ）

（ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ ）ａｊｊ － ａｉｊｒｊ（Ａ）
ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ ＋ｒｊ（Ａ）

＝ ｍｉｎ
ｉ≠ｊ： ａｉｉ－ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ＋ｒｊ（Ａ）

－ ａｉｊｒｊ（Ａ）
ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ ＋ｒｊ（Ａ）

．

因为 ａｉｉ －ｒ
ｉ
ｊ（Ａ）＋ｒｊ（Ａ）＞０，

所以 ｍｉｎ
ｉ≠ｊ： ａｉｉ－ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ＋ｒｊ（Ａ）

－ ａｉｊｒｊ（Ａ）
ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ ＋ｒｊ（Ａ）

≤０，

则 ‖Ａ－１‖ －１
∞ ≥ ａｋｋ≥０≥μ１（Ａ），

即 ‖Ａ－１‖∞≤μ１（Ａ）．
定理２证毕．
通过‖Ａ‖∞，‖Ａ‖１，‖Ａ‖２的定义易得下面的结果：

推论１　若矩阵Ａ是ＤＺ矩阵，则‖Ａ－１‖１≤μ１（Ａ
Ｔ）．
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通过定理２可得ＤＺ矩阵最小奇异值的下界，即推论２．

推论２　若矩阵Ａ是ＤＺ矩阵，则σ（Ａ）≥ １
μ１（Ａ）μ１（Ａ

Ｔ槡 ）
．

通过比较定理２与定理１（即文献 ［２］中定理１），可得如下定理３．
定理３　若矩阵Ａ是ＤＺ矩阵，则

‖Ａ－１‖∞≤μ１（Ａ）≤α（Ａ），

其中 μ１（Ａ）：＝ｍａｘｉ≠ｊ，ｉ∈Ｎ

ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ ＋ｒｊ（Ａ）
（ａｉｉ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｉｊ）ａｊｊ － ａｉｊｒｊ（Ａ）

；

　　　 α（Ａ）＝ｍａｘ
ｍａｘ
ｊ∈Ｎ，ｉ≠ｊ

ａｊｉ ＋ ａｉｉ
（ａｊｊ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｊｉ）ａｉｉ － ａｉｉｒｉ（Ａ）

ｍａｘ
ｊ∈Ｎ，ｉ≠ｊ

ａｊｊ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｊｉ ＋ｒｉ（Ａ）
（ａｊｊ －ｒｉ（Ａ）＋ ａｊｉ）ａｉｉ － ａｉｉｒｉ（Ａ




















）

．

通过比较定理２与定理１易证定理３成立．
类似地，通过比较推论２与文献 ［２］中定理２，可得如下定理４．
定理４　若矩阵Ａ是ＤＺ矩阵，则

σ（Ａ）＞σ１（Ａ），

其中 σ（Ａ）≥ １
μ１（Ａ）μ１（Ａ

Ｔ槡 ）
，　σ１（Ａ）≥

１
α（Ａ）α（ＡＴ槡 ）

．

通过比较推论２与文献 ［２］中定理２易证定理４成立．

３　数值例子

例１　考虑文献 ［２］中的例子，Ａ即ＤＺ矩阵

Ａ＝
０７５ ０５ ０４
０５ １ ０６









０ ０５ １
，

由文献 ［２］的定理１、推论１、定理２分别得
‖Ａ－１‖∞≤２８，‖Ａ

－１‖１≤１１５，σ１（Ａ）≥００５６．
应用定理２、推论１、推论２可得

‖Ａ－１‖∞≤１５，‖Ａ
－１‖１≤９，σ（Ａ）≥００８６１．

即１５是定理２给出矩阵逆的无穷范数的上界，００８６１是推论２给出矩阵特征值的下界．数值例子表
明，本文给出的ＤＺ矩阵的逆的无穷范数的上界优于已经存在的ＤＺ矩阵的上界．

例２　考虑ＤＺ矩阵

Ａ＝
０７ ０５ ０４
０５ １ ０６









０ ０４ １
，

由文献 ［２］的定理１、推论１、定理２分别得
‖Ａ－１‖∞≤３５，‖Ａ

－１‖１≤４０，σ１（Ａ）≥００２６７．
应用定理２、推论１、推论２可得

‖Ａ－１‖∞≤１５，‖Ａ
－１‖１≤３０，σ（Ａ）≥００４７１．

即１５是定理２给出矩阵逆的无穷范数的上界，００４７１是推论２给出矩阵特征值的下界．因此数值例
子表明，本文给出的ＤＺ矩阵的逆的无穷范数的上界优于已经存在的ＤＺ矩阵的上界．

致谢：感谢我的导师李朝迁副教授对本文的细心指导，在此对李朝迁老师表达我真挚的感谢和崇高的

敬意！
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