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摘要：利用直接对称方法，得到了ＢｏｇｏｙａｖｌｅｎｓｋｉｉＫａｄｏｎｔｓｅｖＰｅｔｖｉａｓｈｉｌｉ方程的对称约化和一些新的显式解，包括三
角函数解、周期解等．并根据修正的ＣＫ直接方法的理论和已知解建立了新旧解之间的关系，由此也可得到原方
程的某些新的显式解．
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为了寻找非线性偏微分方程的对称，已经产生了许多有效的方法，例如经典和非经典李群方法，ＣＫ直
接方法［１－２］和相容性方法［３］．而本文则是利用直接对称方法考虑下述（２＋１）维 ＢｏｇｏｙａｖｌｅｎｓｋｉｉＫａｄｏｎｔｓｅｖ
Ｐｅｔｖｉａｓｈｉｌｉ（ＫＰ－Ｂ）方程［４］：

（４ｕｘｔ－ｕｘｘｘｙ＋８ｕｘｕｘｙ＋４ｕｙｕｘｘ）ｘ＋ｕｙｙｙ＝０． （１）

ＫＰ－Ｂ方程是由Ｈｉｅｔａｒｉｎｔａ等人通过扩展的Ｈｉｒｏｔａ′ｓｆｏｒｍａｌｉｓｍ方法引进的［５］．ＫＰ－Ｂ方程也是 ＫＰ谱系
通过潘勒韦方法和Ｌａｘ对约化得到的．为了求解非线性发展方程的精确解，现在已有研究者提出了许多解决
的方法，例如指数函数法［６］、Ｄａｒｂｏｕｘ变换法、Ｂａｃｋｌｕｎｄ变换法［７］和截断潘勒韦分析方法［８］．在文献［４］和文
献［９］中，该方程的某些显式解，已经通过扩展的Ｔａｎｈ方法求出．而文献［１０］则找到了方程（１）的有限对称
变换群．

本文将利用直接对称方法得到ＫＰ－Ｂ方程的４种对称约化方程和新的显式解，并根据已有的群变换建
立新旧解之间的关系，进一步推广了文献［１０］中相应的结果．

１　ＫＰ－Ｂ方程的对称

直接对称方法的目的是寻找偏微分方程的对称．设方程（１）的对称σ（ｘ，ｙ，ｔ，ｕ）为
σ＝α（ｘ，ｙ，ｔ）ｕｘ＋β（ｘ，ｙ，ｔ）ｕｙ＋γ（ｘ，ｙ，ｔ）ｕｔ＋η（ｘ，ｙ，ｔ）ｕ＋δ（ｘ，ｙ，ｔ）， （２）

其中α，β，γ，η，δ是待定函数，则方程（１）的对称满足的方程为
４σｘｘｔ－σｘｘｘｘｙ＋１２σｘｘｕｘｙ＋１２ｕｘｘσｘｙ＋８σｘｕｘｘｙ＋８ｕｘσｘｘｙ＋４σｙｕｘｘｘ＋４ｕｙσｘｘｘ＋σｙｙｙ ＝０． （３）

将方程（２）代入方程（３），并要求ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）满足方程（１）．求解关于α，β，γ，η和δ的超定方程组，可得

α＝１４ｈ′（ｔ）ｘ＋ｍ（ｔ），

β＝１２ｈ′（ｔ）ｙ＋ｎ（ｔ），



γ＝ｈ（ｔ），

η＝１４ｈ′（ｔ），

δ＝－１４ｈ″（ｔ）ｘｙ－ｍ′（ｔ）ｙ－
１
２ｎ′（ｔ）ｘ－ｇ（ｔ），

其中ｈ（ｔ），ｍ（ｔ），ｎ（ｔ），ｇ（ｔ）是任意的光滑函数．
则ＫＰ－Ｂ方程的对称为

σ＝ １
４ｈ′（ｔ）ｘ＋ｍ（ｔ( )）ｕｘ＋ １

２ｈ′（ｔ）ｙ＋ｎ（ｔ( )）ｕｙ＋ｈ（ｔ）ｕｔ＋１４ｈ′（ｔ）ｕ－
１
４ｈ″（ｔ）ｘｙ－ｍ′（ｔ）ｙ－

１
２ｎ′（ｔ）ｘ－ｇ（ｔ）．

（４）

因此相应的生成元为

Ｖ＝ １
４ｈ′（ｔ）ｘ＋ｍ（ｔ( )） ｘ＋ １

２ｈ′（ｔ）ｙ＋ｎ（ｔ( )） ｙ＋ｈ（ｔ）ｔ＋
－１４ｈ′（ｔ）ｕ＋

１
４ｈ″（ｔ）ｘｙ＋ｍ′（ｔ）ｙ＋

１
２ｎ′（ｔ）ｘ＋ｇ（ｔ( )） ｕ．

（５）

２　ＫＰ－Ｂ方程的相似约化和新的精确解

为了得到方程（１）的相似约化和精确解，首先利用求解σ＝０来求解不变量，然后将不变量代入原方程，
则方程的特征方程组为

ｄｘ
１
４ｈ′（ｔ）ｘ＋ｍ（ｔ）

＝ ｄｙ
１
２ｈ′（ｔ）ｙ＋ｎ（ｔ）

＝ ｄｔ
ｈ（ｔ）＝

ｄｕ

－１４ｈ′（ｔ）ｕ＋
１
４ｈ″（ｔ）ｘｙ＋ｍ′（ｔ）ｙ＋

１
２ｎ′（ｔ）ｘ＋ｇ（ｔ）

．

下面讨论以下几种情况．
情况１　当ｈ（ｔ）＝０，ｍ（ｔ）≠０，ｇ（ｔ）＝０，ｎ（ｔ）＝０时，函数ｕ的表达式为

ｕ＝ｍ′（ｔ）ｍ（ｔ）ｘｙ＋θ（ξ，τ）， （６）

其中ξ＝ｙ，τ＝ｔ，则函数θ（ξ，τ）满足下述约化方程

θξξξ ＝０． （７）
解方程（７）可得

θ（ξ，τ）＝Ａ（τ）ξ２＋Ｂ（τ）ξ＋Ｃ（τ）， （８）
其中Ａ（τ），Ｂ（τ），Ｃ（τ）是关于τ的函数．

将方程（８）代入方程（６）得到方程（１）的解：

ｕ＝ｍ′（ｔ）ｍ（ｔ）ｘｙ＋Ａ（ｔ）ｘ
２＋Ｂ（ｔ）ｘ＋Ｃ（ｔ）， （９）

其中Ａ（ｔ），Ｂ（ｔ），Ｃ（ｔ）是关于ｔ的任意函数．同时根据文献［１０］中得到的结果和修正的ＣＫ直接方法的定
理，利用得到的新解（９）式，建立新旧解之间的关系，可以得到下述新的显式解，进而推广了文献［１０］中相
应的解．

定理１　如果Ｕ＝Ｕ（ξ１，η１，Ｔ）是ＫＰ#Ｂ方程的解，则下述

ｕ＝α（ｘ，ｙ，ｔ）＋β（ｘ，ｙ，ｔ）Ｕ（ξ１，η１，Ｔ），
也是方程的解，其中ｘ→ξ１，ｙ→η１，ｔ→Ｔ，根据文献［１０］中（９）式建立的群变换，可以得到

α ＝－１４
ｘｙＴｔｔ
ＴＴ
－１２

Ｃ２ｘ（η０）ｔｔ
Ｔ１／２ｔ

－
ｙ（ξ０）ｔ
Ｔ１／４ｔ Ｃ

＋α０，β ＝ＣＴ
１／４
ｔ ．

因此可以建立新旧解之间的关系，获得新的显式解：

ｕ ＝－１４
ｘｙＴｔｔ
ＴＴ
－１２

Ｃ２ｘ（η０）ｔｔ
Ｔ１／２ｔ

－
ｙ（ξ０）ｔ
Ｔ１／４ｔ Ｃ

＋α０＋ＣＴ
１／４
ｔ
ｍ′（ｔ）
ｍ（ｔ）ξ１η１＋Ａ（Ｔ）ξ

２
１＋Ｂ（Ｔ）ξ１＋Ｃ（Ｔ( )），

其中ξ１ ＝ＣＴ
１／４
ｔ ｘ＋ξ０，η１ ＝

Ｔ１／２ｔ ｙ
Ｃ２
＋η０，Ｔ＝Ｔ（ｔ），ξ０和η０是任意常数

［１０］．

情况２　当ｈ（ｔ）＝ｂ１，ｍ（ｔ）＝０，ｎ（ｔ）＝０，ｇ（ｔ）≠０时，函数ｕ可以表示为

ｕ＝１ｂ１∫ｇ( )ｔｄｔ＋θξ，( )τ， （１０）
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其中ξ＝ｘ，τ＝ｙ，将方程（１０）代入方程（１），则函数θ（ξ，τ）满足下述约化方程

８θξθξξτ＋１２θξξθξτ＋４θξξξθτ－θξξξξτ＋θτττ ＝０． （１１）

将θ＝θ( )ｚ代入方程（１１），可得下述常微分方程

Ａ１θ′θ＋Ａ２θ″θ″－Ａ３θ
( )５ ＋Ａ４θ＝０， （１２）

其中ｚ＝ｋξ＋ｌτ，ｋ和ｌ是任意常数．Ａ１ ＝Ａ２ ＝１２ｋ
３ｌ，Ａ３ ＝ｋ

４ｌ，Ａ４ ＝ｌ
３．

利用
Ｇ′
Ｇ展开方法

［１１］求解，通过平衡方程（１２）的最高阶导数项和非线性项，可获得ｎ＝１，则方程（１２）满

足下述形式的解：

θ＝α１
Ｇ′（ｚ）
Ｇ（ｚ）＋α０，α１≠０， （１３）

其中Ｇ＝Ｇ（ｚ）满足二阶线性常微分方程：
Ｇ″（ｚ）＋λＧ′（ｚ）＋μＧ（ｚ）＝０， （１４）

其中λ，μ是任意常数，αｉ（ｉ＝０，１）是待定常数．

将方程（１３）和（１４）代入方程（１２），并按 Ｇ′( )Ｇ 的次数合并同类项，令 Ｇ′( )Ｇ 的各次方的系数为零，得到一
组关于α０，α１，Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４的代数方程组，求解此代数方程组可得

α１ ＝
－１２Ａ３
Ａ１

＝－ｋ，Ａ４ ＝Ａ３λ
２－４Ａ３μ， （１５）

其中α０是任意常数，Ａ１≠０．
根据方程（１０），（１３），（１５），可以得到下述３种形式的行波解：

１）当λ２－４μ＞０时，

ｕ１ ＝－ｋ
Ｃ１ｓｉｎｈ

１
２ λ２－４槡 μｚ＋Ｃ２ｃｏｓｈ

１
２ λ２－４槡 μｚ

Ｃ１ｃｏｓｈ
１
２ λ２－４槡 μｚ＋Ｃ２ｓｉｎｈ

１
２ λ２－４槡 μ









ｚ
＋α０＋

１
ｂ１∫ｇ（ｔ）ｄｔ； （１５ａ）

２）当λ２－４μ＜０时，

ｕ２ ＝－ｋ
Ｃ２ｃｏｓ

１
２ ４μ－λ槡

２ｚ－Ｃ１ｓｉｎ
１
２ ４μ－λ槡

２ｚ

Ｃ１ｃｏｓ
１
２ ４μ－λ槡

２ｚ＋Ｃ２ｓｉｎ
１
２ ４μ－λ槡

２









ｚ
＋α０＋

１
ｂ１∫ｇ( )ｔｄｔ； （１５ｂ）

３）当λ２－４μ＝０时，

ｕ３ ＝－ｋ
Ｃ２

Ｃ１＋Ｃ２ｚ
＋α０＋

１
ｂ１∫ｇ（ｔ）ｄｔ． （１５ｃ）

以上表达式中，ｚ＝ｋｘ＋ｌｙ，Ｃ１和Ｃ２是任意常数．

情况３　当ｍ（ｔ）＝ｂ１，ｎ（ｔ）＝ｂ２，ｈ（ｔ）＝ｂ３，ｇ（ｔ）＝０时，解相应的特征方程组可得不变量ξ，τ和函

数ｕ的表达式为：

ξ＝ｘ－
ｂ１
ｂ３
ｔ，τ＝ｙ－

ｂ２
ｂ３
ｔ，ｕ＝１ｂ３∫ｇ（ｔ）ｄｔ＋θ（ξ，τ）． （１６）

将方程（１６）代入方程（１），可得方程（１）的约化方程为

－４ｂ１θξξξ－４ｂ２θξξτ＋８ｂ３θξθξξτ＋１２ｂ３θξξθξτ＋４ｂ３θξξξθτ－ｂ３θξξξξτ＋ｂ３θτττ ＝０． （１７）

令θ（ξ，τ）＝θ（ｚ），其中ｚ＝ｋξ＋ｌτ，ｋ和ｌ是任意常数．则方程（１７）被约化为

Ａ１θ＋Ａ２θ′θ＋Ａ３θ″
２－Ａ４θ

( )５ ＝０， （１８）

其中Ａ１ ＝４ｋ
３ｂ１－ｌ

３ｂ３＋４ｂ２ｋ
２ｌ，Ａ２ ＝－１２ｂ３ｋ

３ｌ，Ａ３ ＝－１２ｂ３ｋ
３ｌ，Ａ４ ＝－ｋ

４ｌ．由平衡方程（１８）中θ（５）和θ″２这
两项，可得ｎ＝１，因此，假设方程（１７）有下述形式的解：

θ＝α０＋α１＋β１
－１， （１９）

其中( )ｚ满足

′( )ｚ＝Ａ＋２( )ｚ， （２０）

其中Ａ是参数．将方程（１９）和（２０）代入方程（１８），令关于ｉ的系数为零，则得到关于αｉ和βｉ的超定方程组，

解这些代数方程组可得到α０，α１和β１．
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α１ ＝
１
ｂ３
ｋ，β１ ＝－

４ｋ３ｂ１－ｌ
３ｂ３＋４ｂ２ｋ

２ｌ
１６ｂ３ｋ

３ｌ
，Ａ＝

ｌ３ｂ３－４ｋ
３ｂ１－４ｂ２ｋ

２ｌ
１６ｋ４ｌ

， （２１）

其中α０是任意常数．
方程（２０）满足Ｒｉｃｃａｔｉ方程，有下述广义解：
１）当Ａ＜０时，可以得到方程（１８）的精确解为

　　　　θ１ ＝α０－
１
４ｂ３ｋ

４ｋ３ｂ１－ｌ
３ｂ３＋４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ ｔａｎｈ １
４ｋ２

４ｋ３ｂ１－ｌ
３ｂ３＋４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ( )ｚ＋
４ｋ３ｂ１－ｌ

３ｂ３＋４ｂ２ｋ
２ｌ

６４ｂ３ｋ
５ｌ

４ｋ３ｂ１－ｌ
３ｂ３＋４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ ｃｏｔｈ １
４ｋ２

４ｋ３ｂ１－ｌ
３ｂ３＋４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ( )ｚ； （２２）

２）当Ａ＞０时，可以得其周期解为

　　　　θ２ ＝α０＋
１
４ｂ３ｋ

ｌ３ｂ３－４ｋ
３ｂ１－４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ ｔａｎ １
４ｋ２

ｌ３ｂ３－４ｋ
３ｂ１－４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ( )ｚ－
４ｋ３ｂ１－ｌ

３ｂ３＋４ｂ２ｋ
２ｌ

６４ｂ３ｋ
５ｌ

ｌ３ｂ３－４ｋ
３ｂ１－４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ ｃｏｔ１
４ｋ２

ｌ３ｂ３－４ｋ
３ｂ１－４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ( )ｚ， （２３）

其中ｚ＝ｋｘ－
ｂ１
ｂ３

( )ｔ＋ｌｙ－ｂ２ｂ３( )ｔ．
由方程（１６）和θｉ（ｉ＝１，２），可以得到原方程（１）的显式解为

　　　ｕ１ ＝
１
ｂ３∫ｇ（ｔ）ｄｔ＋α０－

１
４ｂ３ｋ

４ｋ３ｂ１－ｌ
３ｂ３＋４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ ｔａｎｈ １
４ｋ２

４ｋ３ｂ１－ｌ
３ｂ３＋４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ( )ｚ＋
４ｋ３ｂ１－ｌ

３ｂ３＋４ｂ２ｋ
２ｌ

６４ｂ３ｋ
５ｌ

４ｋ３ｂ１－ｌ
３ｂ３＋４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ ｃｏｔｈ １
４ｋ２

４ｋ３ｂ１－ｌ
３ｂ３＋４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ( )ｚ， （２３ａ）

　　　ｕ２ ＝
１
ｂ３∫ｇ( )ｔｄｔ＋α０＋

１
４ｂ３ｋ

ｌ３ｂ３－４ｋ
３ｂ１－４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ ｔａｎ １
４ｋ２

ｌ３ｂ３－４ｋ
３ｂ１－４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ( )ｚ－
４ｋ３ｂ１－ｌ

３ｂ３＋４ｂ２ｋ
２ｌ

６４ｂ３ｋ
５ｌ

ｌ３ｂ３－４ｋ
３ｂ１－４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ ｃｏｔ１
４ｋ２

ｌ３ｂ３－４ｋ
３ｂ１－４ｂ２ｋ

２ｌ

槡 ｌ( )ｚ． （２３ｂ）

情况４　当ｈ（ｔ）＝ｔ，ｍ（ｔ）＝０，ｎ（ｔ）＝０，ｇ（ｔ）＝０时，不变量ξ，τ和函数ｕ可以表示为

ξ＝ｘｔ－
１
４，τ＝ｙｔ－

１
２，ｕ＝θ（ξ，τ）ｔ－

１
４． （２４）

将方程（２４）代入方程（１），可得到方程（１）的如下约化方程：
－ξθξξξ－３θξξ－２τθξξτ＋８θξθξξτ＋１２θξξθξτ＋４θξξξθτ－θξξξξτ＋θτττ ＝０． （２５）

假设方程（２５）有如下形式的解：

θ＝ｓ１（τ）ξ
２＋ｓ２（τ）ξ＋ｓ３（τ）， （２６）

其中ｓ１（τ），ｓ２（τ）和ｓ３（τ）是待定函数，将方程（２６）代入方程（２５）解得

θ＝ｐ０（ｘ
２ｔ－

１
２ ＋ｙ３ｔ－

３
２）＋ｐ１ｘｔ

－１４ ＋ｐ２， （２７）
其中ｐ０，ｐ１和ｐ２都是常数．

利用方程（２４）和（２７）可获得原方程（１）的解：

ｕ＝ｐ０（ｘ
２＋ｙ３ｔ－１）ｔ－

３
４ ＋ｐ１ｘｔ

－１２ ＋ｐ２ｔ
－１４． （２８）

同理根据修正的ＣＫ直接方法（定理１），建立新旧解之间的关系，从而获得更广泛的显式解：

ｕ ＝－１４
ｘｙＴｔｔ
ＴＴ
－１２

Ｃ２ｘ（η０）ｔｔ
Ｔ１／２ｔ

－
ｙ（ξ０）ｔ
Ｔ１／４ｔ Ｃ

＋α０＋ＣＴ
１／４
ｔ （ｐ０（ξ

２
１＋η

３
１Ｔ

－１）Ｔ－
３
４ ＋ｐ１ξ１Ｔ

－１２ ＋ｐ２Ｔ
－１４），

其中ξ１ ＝ＣＴ
１／４
ｔ ｘ＋ξ０，η１ ＝

Ｔ１／２ｔ ｙ
Ｃ２
＋η０，Ｔ＝Ｔ（ｔ），ξ０和η０是任意常数．

注１：以上结果均由Ｍａｐｌｅ检验，是方程的解．
为了更直观的显示以上精确解的动力学性质，我们绘制了显式解：（１５ｂ）式和（２３ａ）式的三维空间波形

图（如图１、图２所示）．各解的参数为：
（１５ｂ）式：ｋ＝１，α０ ＝０，ｂ１ ＝１，μ＝２，λ＝２，Ｃ１ ＝１，Ｃ２ ＝２，ｇ（ｔ）＝ｅｘｐ（ｔ）．
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－１０≤ｘ≤１０，０．０１≤ｔ≤０．０９（如图１）．
（２３ａ）式：ｂ１ ＝３，ｂ３ ＝１，ｂ２ ＝１，ｌ＝４，ｋ＝１，α０ ＝０，ｇ（ｔ）＝ｅｘｐ（ｔ），τ＝２ｓｉｎ（ｔ）．

ξ＝ｘ（２ｃｏｓ（ｔ））１／２＋ｅｘｐ（ｔ），－５≤ｘ≤５，０．１≤ｔ≤０．５（如图２）．

３　结论

本文利用对称σ＝０和方程（１）的相容性，得到了 ＫＰ－Ｂ方程的对称和相似约化，利用对称将原来的
（２＋１）维方程约化为（１＋１）维的偏微分（常微分）方程，并求出了方程的一些新的显式解．建立了新旧解之
间的关系，从而推广了文献［１０］中相应的结果．
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