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关于双极模糊图圈连通指数的注记
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摘要：图的拓扑指数计算是化学图论的重要研究内容之一．近年来，模糊图框架下的拓扑指数逐渐被定
义和研究，但缺乏对双极模糊图框架下拓扑指数的扩展．因此，通过对负极隶属度函数和圈连通性的定
义，将文献［１］中提出的模糊图圈连通指数概念扩展到双极模糊图的框架．同时认为，一些在原来模糊图
上得到的关于圈连通指数的性质，可以推广到双极模糊图框架中．
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在理论化学中，分子图的拓扑指数计算一直是研究的热点问题之一［１－６］．近年来，拓扑指数的概念被
推广到模糊图中，并在理论和应用上取得了一定进展．而所谓模糊图就是将模糊数据用图结构表示而得
到．具体而言，就是在图中每个顶点附加一个隶属度函数值来刻画其顶点某种模糊特征．此外，每条边上
也给出一个模糊二元关系值来刻画边两端顶点之间的模糊关系．在化学图论中，当分子结构用图表示后，
则顶点和边的模糊值分别刻画原子和对应原子键的某些模糊特征．

用∧和∨表示最小和最大操作．模糊图可以用Ｇ＝（Ｖ，σ，μ）表示，其中Ｖ是顶点集，σ是Ｖ上的隶
属度函数，μ是Ｖ×Ｖ上的二元隶属度函数，σ和μ的取值都在０和１之间．对任意ｘ，ｚ∈Ｖ都有μ（ｘ，ｚ）≤
σ（ｘ）∧σ（ｚ）成立．另外，如果ｘｚ在原图中不是一条边，则μ（ｘ，ｚ）＝０．对于双极模糊图，是将隶属度函
数换成刻画正负模糊程度的双极隶属度函数．具体地说，双极模糊图用Ｇ＝（Ｖ，σＰ，σＮ，μＰ，μＮ）来表示，
其中σＰ：Ｖ→［０，１］是Ｖ上的正极隶属度函数，σＮ：Ｖ→［－１，０］是Ｖ上的负极隶属度函数，μＰ：Ｖ×Ｖ→
［０，１］是Ｖ×Ｖ上的二元正极隶属度函数，μＮ：Ｖ×Ｖ→［－１，０］是Ｖ×Ｖ上的二元负极隶属度函数．对任
意ｘ，ｚ∈Ｖ都有μＰ（ｘ，ｚ）≤σＰ（ｘ）∧σＰ（ｚ）和μＮ（ｘ，ｚ）≥σＮ（ｘ）∨σＮ（ｚ）成立．另外，如果ｘｚ在原图中



不是一条边，则μＰ（ｘ，ｚ）＝μＮ（ｘ，ｚ）＝０．

１　双极模糊图上概念的扩展

双极模糊图中的路径Ｒ是指顶点序列ｒ０，ｒ１，…，ｒｋ，而这些顶点则两两不同，并且对ｊ＝１，２，…，ｋ有

μＰ（ｒｊ－１，ｒｊ）＞０或 μ
Ｎ（ｒｊ－１，ｒｊ）＜０成立，其路径长度为 ｋ．该路径的正负强度分别记为 Ｓ

Ｐ（Ｒ）＝

∧
ｊ＝１，…，ｋ

μＰ（ｒｊ－１，ｒｊ）和Ｓ
Ｎ（Ｒ）＝ ∨

ｊ＝１，…，ｋ
μＮ（ｒｊ－１，ｒｊ）．如果一条路径的两端顶点相同，即ｒ０＝ｒｋ，则称为圈，此

时路径的正负强度即为圈的正负强度．对于任意ｘ，ｚ∈Ｖ，ｘ和ｚ之间的正负连通强度定义为：
ＣＯＮＮＰＧ（ｘ，ｚ）＝∨｛Ｓ

Ｐ（Ｒ）｜Ｒ＝ｘ，…，ｚ｝；

ＣＯＮＮＮＧ（ｘ，ｚ）＝∧｛Ｓ
Ｎ（Ｒ）｜Ｒ＝ｘ，…，ｚ｝．

若对任意ｘ，ｚ∈Ｖ：有ＣＯＮＮＰＧ（ｘ，ｚ）＞０，则Ｇ为正连通模糊图；若ＣＯＮＮ
Ｎ
Ｇ（ｘ，ｚ）＜０，则Ｇ为负连通模

糊图．而Ｇ－ｘ和Ｇ－ｘｚ的情况可参考文献［７］．若μＰ（ｘ，ｚ）＞ＣＯＮＮＰＧ（ｘ，ｚ），则边ｘｚ称为正α强边；若

μＰ（ｘ，ｚ）＝ＣＯＮＮＰＧ（ｘ，ｚ），则边ｘｚ称为正β强边；若μ
Ｐ（ｘ，ｚ）＜ＣＯＮＮＰＧ（ｘ，ｚ），则边ｘｚ称为正δ边；若

μＮ（ｘ，ｚ）＜ＣＯＮＮＮＧ（ｘ，ｚ），则边ｘｚ称为负α强边；若μ
Ｎ（ｘ，ｚ）＝ＣＯＮＮＮＧ（ｘ，ｚ），则边ｘｚ称为负β强边；若

μＮ（ｘ，ｚ）＞ＣＯＮＮＮＧ（ｘ，ｚ），则边ｘｚ称为负δ边．边ｘｚ称为正强边，若它是正α强边或正β强边；边ｘｚ称为
负强边，若它是负α强边或负β强边．Ｒ称为正强路径，若它的每一条边都是正强边；Ｒ称为负强路径，若它
的每一条边都是负强边．若Ｇ的所有的边都是正强边，则Ｇ称为正强双极模糊图；若Ｇ的所有的边都是负强
边，则Ｇ称为负强双极模糊图．关于双极图模糊桥、模糊割集、模糊树的概念可参考文献［５－６］．若在Ｇ中没有
割点，则称为块；若μＰ（ｘ，ｚ）＝σＰ（ｘ）∧σＰ（ｚ）和μＮ（ｘ，ｚ）＝σＮ（ｘ）∨σＮ（ｚ）对所有ｘ，ｚ∈Ｖ成立，则Ｇ称
为完全双极模糊图．设

θＰ（ｘ，ｚ）＝｛ηＰ∈（０，１］｜存在ｘ，ｚ之间的一条圈，其正强度等于ηＰ｝；
　θＮ（ｘ，ｚ）＝｛ηＮ∈［－１，０）｜存在ｘ，ｚ之间的一个圈，其负强度等于ηＮ｝．

则ｘ和ｚ之间的正负圈连通度分别表示为ＣＰｘ，ｚ＝∨｛ｔ｜ｔ∈θ
Ｐ（ｘ，ｚ）｝和ＣＮｘ，ｚ＝∧｛ｔ｜ｔ∈θ

Ｎ（ｘ，ｚ）｝．设

ＣＣＰ（Ｇ）＝∨｛ＣＰｘ，ｚ｜ｘ，ｚ∈Ｖ｝和ＣＣ
Ｎ（Ｇ）＝∧｛ＣＮｘ，ｚ｜ｘ，ｚ∈Ｖ｝．若ＣＣ

Ｐ（Ｇ－ｘ）＜ＣＣＰ（Ｇ），则ｘ是正圈

割点；若ＣＣＰ（Ｇ－ｘｚ）＜ＣＣＰ（Ｇ），则 ｘｚ是正圈桥；若 ＣＣＮ（Ｇ－ｘ）＞ＣＣＮ（Ｇ），则 ｘ是负圈割点；若
ＣＣＮ（Ｇ－ｘｚ）＞ＣＣＮ（Ｇ），则ｘｚ是负圈桥．

双极模糊图的圈连通指数定义为：

　 ＣＣＩ（Ｇ）＝（ＣＣＩＰ（Ｇ），ＣＣＩＮ（Ｇ））＝（∑
ｚ，ｘ∈Ｖ
σＰ（ｘ）σＰ（ｚ）ＣＰｘ，ｚ，∑

ｚ，ｘ∈Ｖ
σＮ（ｘ）σＮ（ｚ）ＣＮｘ，ｚ）．

双极模糊图的平均圈连通指数定义为：

　　　ＡＣＣＩ（Ｇ）＝（ＡＣＣＩＰ（Ｇ），ＡＣＣＩＮ（Ｇ））

　　　　　　　 ＝（ １
Ｖ( )２
∑
ｚ，ｘ∈Ｖ
σＰ（ｘ）σＰ（ｚ）ＣＰｘ，ｚ，

１
Ｖ( )２
∑
ｚ，ｘ∈Ｖ
σＮ（ｘ）σＮ（ｚ）ＣＮｘ，ｚ）．

由定义直接可以得到０≤ ＡＣＣＩＰ（Ｇ）≤１和 －１≤ ＡＣＣＩＮ（Ｇ）≤０．设 ｘ是双极模糊图的顶点，若
ＡＣＣＩＰ（Ｇ）＜ＡＣＣＩＰ（Ｇ－ｘ）且 ＡＣＣＩＮ（Ｇ）＞ＡＣＣＩＮ（Ｇ－ｘ），则 ｘ称为圈连通增强顶点；若 ＡＣＣＩＰ（Ｇ）＝
ＡＣＣＩＰ（Ｇ－ｘ）且ＡＣＣＩＮ（Ｇ）＝ＡＣＣＩＮ（Ｇ－ｘ），则ｘ称为圈连通中性顶点；若ＡＣＣＩＰ（Ｇ）＞ＡＣＣＩＰ（Ｇ－ｘ）且
ＡＣＣＩＮ（Ｇ）＜ＡＣＣＩＮ（Ｇ－ｘ），则ｘ称为圈连通减弱顶点．

２　扩展的性质

本节我们根据文献［１］给出的一般模糊图圈连通指数的特征，得到对应的双极模糊图圈连通指数的性
质．这些结果的证明可以通过模仿文献［１］的证明思路和方法得到，此处不再给出具体证明过程，直接列
出结果．
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性质２１　若双极模糊图每个顶点的隶属度函数值均为（ζＰ，ζＮ），且每条边的隶属度函数值都是（ζＰ，

ζＮ），则ＣＣＩ（Ｇ）＝（
Ｖ( )２ （ζＰ）２ζＰ，

Ｖ( )２ （ζＮ）２ζＮ）．

性质２２　对任意双极模糊图Ｇ，有０≤ＣＣＩＰ（Ｇ）≤
Ｖ( )２ 和 － Ｖ( )２ ≤ＣＣＩＮ（Ｇ）≤０成立．

设Ｈ是双极模糊图Ｇ的部分模糊子图．一般来说，ＣＣＩＰ（Ｈ）≤ＣＣＩＰ（Ｇ）和ＣＣＩＮ（Ｈ）≥ＣＣＩＮ（Ｇ）不一
定成立．但对于特殊双极模糊图，有如下结果．

性质２３　若Ｈ是正强双极模糊图Ｇ的部分模糊子图，则ＣＣＩＰ（Ｈ）≤ＣＣＩＰ（Ｇ）；若Ｈ是负强双极模糊
图Ｇ的部分模糊子图，则ＣＣＩＮ（Ｈ）≥ＣＣＩＮ（Ｇ）．

性质２４　ＣＣＩＰ（Ｇ）＝０当且仅当Ｇ是正双极模糊树；ＣＣＩＮ（Ｇ）＝０当且仅当Ｇ是负双极模糊树．
性质 ２５　 若 ｘ是正圈割点，则 ＣＣＩＰ（Ｇ－ｘ）＜ＣＣＩＰ（Ｇ）；若 ｘ是负圈割点，则 ＣＣＩＮ（Ｇ－ｘ）＞

ＣＣＩＮ（Ｇ）．
性质２６　同构的双极模糊图有相同的圈连通指数．
性质２７　设双极模糊图Ｇ＝（Ｖ，σＰ，σＮ，μＰ，μＮ）是块，且对每个顶点ｘ有σＰ（ｘ）＝１和σＮ（ｘ）＝－１．

设ＡＰ和ＡＮ分别是正α强边集合和负α强边集合．则有

ＣＣＩＰ（Ｇ）＜ ∑
（ｕ，ｖ）∈ＡＰ

μＰ（ｕ，ｖ）＋ ∑
（ｕ，ｖ）ＡＰ

ＣＯＮＮＰＧ（ｕ，ｖ）；

ＣＣＩＮ（Ｇ）＞ ∑
（ｕ，ｖ）∈ＡＮ

μＮ（ｕ，ｖ）＋ ∑
（ｕ，ｖ）ＡＮ

ＣＯＮＮＮＧ（ｕ，ｖ）．

性质２８　设Ｇ是ｋ（≥３）个顶点的完全双极模糊图，σＰ（ｖｒ）＝ｐ
Ｐ
ｒ，σ

Ｎ（ｖｒ）＝ｐ
Ｎ
ｒ，其中ｒ＝１，…，ｋ，

且满足ｐＰ１≤ｐ
Ｐ
２≤…≤ｐ

Ｐ
ｋ和ｐ

Ｎ
１≥ｐ

Ｎ
２≥…≥ｐ

Ｎ
ｋ．则有

　　　　　　　　　 ＣＣＩＰ（Ｇ）＝∑
ｋ－２

ｉ＝１
（ｐＰｉ）

２∑
ｋ

ｊ＝ｉ＋１
ｐＰｊ＋ｐ

Ｐ
ｋｐ
Ｐ
ｋ－１ｐ

Ｐ
ｋ－２；

　　　　　　　　　 ＣＣＩＮ（Ｇ）＝∑
ｋ－２

ｉ＝１
（ｐＮｉ）

２∑
ｋ

ｊ＝ｉ＋１
ｐＮｊ ＋ｐ

Ｎ
ｋｐ
Ｎ
ｋ－１ｐ

Ｎ
ｋ－２．

由于对任意ｕ，ｖ∈Ｖ，有ＣＯＮＮＰＧ（ｕ，ｖ）≥Ｃ
Ｐ
ｕ，ｖ和ＣＯＮＮ

Ｎ
Ｇ（ｕ，ｖ）≤Ｃ

Ｎ
ｕ，ｖ成立．因此对于连通双极模糊

图，有ＣＩＰ（Ｇ）≥ＣＣＩＰ（Ｇ）和ＣＩＮ（Ｇ）≤ＣＣＩＮ（Ｇ）成立．而对于完全双极模糊图，有如下结果．
性质２９　设Ｇ是ｋ（≥３）个顶点的完全双极模糊图，σＰ（ｖｒ）＝ｐ

Ｐ
ｒ，σ

Ｎ（ｖｒ）＝ｐ
Ｎ
ｒ，其中ｒ＝１，…，ｋ，

且满足ｐＰ１≤ｐ
Ｐ
２≤…≤ｐ

Ｐ
ｋ和ｐ

Ｎ
１≥ｐ

Ｎ
２≥…≥ｐ

Ｎ
ｋ．则ＣＩ

Ｐ（Ｇ）＝ＣＣＩＰ（Ｇ）当且仅当ｐＰｋ－１ ＝ｐ
Ｐ
ｋ－２，ＣＩ

Ｎ（Ｇ）＝

ＣＣＩＮ（Ｇ）当且仅当ｐＮｋ－１ ＝ｐ
Ｎ
ｋ－２．

性质２．１０　若设Ｇ是ｋ（≥３）个顶点的完全双极模糊图，ｘ∈Ｖ．设ａ＝ ＣＩＰ（Ｇ）
ＣＩＰ（Ｇ－ｘ）

和ｂ＝ ＣＩＮ（Ｇ）
ＣＩＮ（Ｇ－ｘ）

．则

·ｘ是圈连通增强顶点当且仅当ａ＜ ｎ
ｎ－２且ｂ＞

ｎ
ｎ－２；

·ｘ是圈连通减弱顶点当且仅当ａ＞ ｎ
ｎ－２且ｂ＜

ｎ
ｎ－２；

·ｘ是圈连通中性顶点当且仅当ａ＝ ｎ
ｎ－２且ｂ＝

ｎ
ｎ－２．

３　小结

模糊数学是刻画和处理不确定性数据的工具，而模糊图则用来描述结构化不确定性数据．分子图是用
图模型来刻画化合物的分子结构，而当分子结构中存在某种不确定性时，该分子图即可表示为模糊图．因
此，本文通过对负极隶属度函数和负极圈连通性的定义，将圈连通指数扩展到双极模糊图，并将原有单极

模糊图上的理论结果扩展到对应的双极模糊图．`

６７ 　　　　　　　　　　　　　　昆明学院学报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０２１年１２月
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