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特殊框架下分数（ｋ，ｍ）一致图的联结数条件研究
高　炜

（云南师范大学 信息学院，云南 昆明 ６５０５００）

摘要：计算机网络中数据传输的可行性可以用特殊条件下分数因子的存在性来衡量．而分数（ｋ，ｍ）一致

图是分数（ｋ，ｍ）消去图和分数（ｋ，ｍ）覆盖图的组合．即如果对于任意ｍ条边的子图Ｈ，同时存在一个分

数ｋ因子不包含Ｈ和另外一个分数ｋ因子，使得对任意ｅ∈Ｈ有ｈ（ｅ）＝１，则称为分数（ｋ，ｍ）一致图．此

外，联结数是计算机网络的重要参数，用来衡量网络的稳定性和易受攻击性．因此，通过对联结数和分数
（ｋ，ｍ）一致图的联系研究，给出了特定框架下分数（ｋ，ｍ）一致图的联结数条件．
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在计算机传输网络中，由于受单个通道容量的限制而无法传输大数据包．因此，一般需要将数据进行
切割，分成若干个小块再由各个通道分别传输，最后在目的地节点进行数据的重新组装．然而，在理论上
对网络数据传输问题进行数学建模，用顶点代表节点，用边代表两个节点之间有直接的数据传输通道相

连．由此，整个传输网络用一个图来表示，而数据传输问题则等价为图上的分数流问题．于是就可用分数
因子的存在性来间接刻画网络中数据传输的可行性．有关这方面的研究成果可参阅文献［１—４］．

而由于本文只考虑有限无环无重边的无向图，也就是说，假设两节点之间数据传输是双向的．设
Ｇ＝（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ））是一个图，其中Ｖ（Ｇ）和Ｅ（Ｇ）分别为顶点集和边集．对任意顶点子集Ｓ，设Ｇ［Ｓ］是
Ｓ的导出子图，ｄＳ（ｘ）和ＮＳ（ｘ）分别表示顶点ｘ在Ｇ［Ｓ］中的度和邻域集．设δ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｘ）：ｘ∈Ｖ（Ｇ）｝
为图Ｇ的最小图．对于Ｇ的不相交子集Ｓ，Ｔ，设ｅＧ（Ｓ，Ｔ）为一端在Ｓ，而另一端在Ｔ的边的数量．设Ｈ为
边集合，ｅＨ（Ｓ，Ｔ）表示一端在Ｓ，另一端在Ｔ，且属于集合Ｈ的边的数量．并设ｎ＝｜Ｖ（Ｇ）｜表示图的阶．

设ｋ∈Ｎ，ｈ：Ｅ（Ｇ）→［０，１］给每条边分配０和１之间的一个实数．若∑
ｅ～ｘ
ｈ（ｅ）＝ｋ对任意ｘ∈Ｖ（Ｇ）成立



（其中ｅ～ｘ表示边ｅ和顶点ｘ相关联），则Ｇ［Ｆｈ］称为图Ｇ的分数ｋ因子，其中Ｆｈ＝｛ｅ∈Ｅ（Ｇ）：ｈ（ｅ）＞０｝．
若删除Ｇ的任意ｍ条边，其剩余子图依然存在分数ｋ因子，则称Ｇ为分数（ｋ，ｍ）消去图．若对Ｇ中任意含有
ｍ条边的边集合Ｈ，都存在一个分数ｋ因子，使得对任意ｅ∈Ｈ都有ｈ（ｅ）＝１，则称图Ｇ为分数（ｋ，ｍ）覆盖
图．对于覆盖图和消去图相对应，指的是对任意ｍ条边的边集合Ｈ，都存在分数ｋ因子包含着Ｈ．若Ｇ既是分
数（ｋ，ｍ）消去图又是分数（ｋ，ｍ）覆盖图，则称Ｇ是分数（ｋ，ｍ）一致图．换言之，分数（ｋ，ｍ）一致图是指，
对应任意ｍ条边的边集合Ｈ，即存在分数ｋ因子不包含Ｈ，又存在分数ｋ因子包含Ｈ．

特别地，在上述定义中取ｍ＝１，则分数（ｋ，ｍ）消去图、分数（ｋ，ｍ）覆盖图和分数（ｋ，ｍ）一致图分
别为分数ｋ消去图、分数ｋ覆盖图和分数ｋ一致图．

设ＸＶ（Ｇ），令ＮＧ（Ｘ）＝∪ｘ∈ＸＮＧ（ｘ）表示Ｘ在Ｇ中的邻域集．图Ｇ的联结数定义为：

ｂｉｎｄ（Ｇ）＝ｍｉｎ ＮＧ（Ｘ）
Ｘ ｜≠ＸＶ（Ｇ），ＮＧ（Ｘ）≠Ｖ（Ｇ{ }），

而联结数是图网络的重要指标，用于衡量网络的稳定性和易受攻击程度．
本文的主要目的是研究联结数和分数ｋ因子存在性的联系，我们将分别给出分数（ｋ，ｍ）覆盖图的联

结数条件，进而得到分数（ｋ，ｍ）一致图的条件．

１　主要结果

本文的主要结论陈述如下．
定理１　设ｋ≥２为奇数，ｍ为非负整数且满足ｋ＋１≥２ｍ．设Ｇ是阶为ｎ的图且满足ｎ＞４ｋ＋１－

４ ｋ＋１－２槡 ｍ．若ｂｉｎｄ（Ｇ）＞ （２ｋ－１）（ｎ－１）ｋ（ｎ－２）－２ｍ＋２，则Ｇ是分数（ｋ，ｍ）一致图．

定理２　设ｋ≥２为偶数，ｍ为非负整数且满足ｋ＋２≥２ｍ．设Ｇ是阶为ｎ的图且满足ｎ＞４ｋ＋１－

４ ｋ＋２－２槡 ｍ．若ｂｉｎｄ（Ｇ）＞ （２ｋ－１）（ｎ－１）ｋ（ｎ－２）－２ｍ＋３，则Ｇ是分数（ｋ，ｍ）一致图．

定理１和定理２的证明主要通过以下引理的证明来完成．
引理１　设ｋ≥２为奇数，ｍ为非负整数且满足ｋ＋１≥２ｍ．设Ｇ是阶为ｎ的图且满足ｎ＞４ｋ＋１－

４ ｋ＋１－２槡 ｍ．若ｂｉｎｄ（Ｇ）＞ （２ｋ－１）（ｎ－１）ｋ（ｎ－２）－２ｍ＋２，则Ｇ是分数（ｋ，ｍ）覆盖图．

引理２　设ｋ≥２为偶数，ｍ为非负整数且满足ｋ＋２≥２ｍ．设Ｇ是阶为ｎ的图且满足ｎ＞４ｋ＋１－

４ ｋ＋２－２槡 ｍ．若ｂｉｎｄ（Ｇ）＞ （２ｋ－１）（ｎ－１）ｋ（ｎ－２）－２ｍ＋３，则Ｇ是分数（ｋ，ｍ）覆盖图．

而引理１和引理２的证明需要如下已知结果的支持．
引理３　设ｋ≥１，ｍ≥０为两个整数．设Ｇ是一个图．则Ｇ是分数（ｋ，ｍ）覆盖图当且仅当对任意含

有ｍ条边的子图Ｈ和任意ＳＶ（Ｇ）有

ｋ｜Ｓ｜＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｋ｜Ｔ｜≥∑

ｘ∈Ｓ
ｄＨ（ｘ）－ｅＨ（Ｓ，Ｔ）， （１）

其中Ｔ＝｛ｘ：ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ，ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｋ－１｝．
引理４［５］　设ａ，ｂ，ｃ，ｍ均为非负整数且满足ａ≥２，２≤ｂ≤ａ－１，ｃ∈｛０，１，…，２ｍ－１｝且ｃ≤

ａ．设ｘ和ｙ均为非负整数且满足（ａ－ｂ）ｙ＋ｃ２ａ－ｂ ≥ｘ和（ａ－１）ｙ＋ｃ２ａ－１ ＋１－ｂ＜ｘ．则有ｙ≤４ａ＋１－４槡ａ－ｃ

成立．

引理５［６］　设Ｇ是阶为ｎ的图满足ｂｉｎｄ（Ｇ）＞ｃ，则δ（Ｇ）＞ｎ－ｎ－１ｃ ．

２　定理１和定理２的证明

假设图Ｇ满足引理１或引理２的条件，但不是分数（ｋ，ｍ）覆盖图．由引理３和∑
ｘ∈Ｓ
ｄＨ（ｘ）－ｅＨ（Ｓ，Ｔ）≤２ｍ
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可知存在的Ｖ（Ｇ）子集Ｓ满足：

ｋ｜Ｓ｜＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｋ｜Ｔ｜≤∑

ｘ∈Ｓ
ｄＨ（ｘ）－ｅＨ（Ｓ，Ｔ）－１≤２ｍ－１，

其中Ｔ＝｛ｘ：ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ，ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｋ－１｝．显然有Ｔ≠．
设ｄｍｉｎ ＝ｍｉｎ｛ｄＧ－Ｓ（ｘ）：ｘ∈Ｔ｝，则有ｄｍｉｎ≤ｋ－１．利用引理４和引理５，并且重复文献［５］中对分数

（ｋ，ｍ）消去图的证明过程，便可得到引理１和引理２．同时，利用文献［５］中给出的一些反例，也可以说明
引理１和引理２中对分数（ｋ，ｍ）覆盖图的联结数条件是紧的．

最后，把引理１和引理２与文献［５］中的关于分数（ｋ，ｍ）消去图的两个结论（该文中的定理５和定理
６）相结合，即可得到定理１和定理２．同时，文献［５］的一些反例同样可以说明定理１和定理２中对分数
（ｋ，ｍ）一致图的联结数条件也是紧的．

３　讨论

本文研究发现，文献［５］中关于分数消去图的证明过程，可以完全用于引理１和引理２中关于分数
（ｋ，ｍ）覆盖图的联结数条件的证明．这让我们自然发出一个疑问：是否所有关于分数（ｋ，ｍ）消去图的结
果都可以套用到分数（ｋ，ｍ）覆盖图，进而得到分数（ｋ，ｍ）一致图的结论？这个问题的答案是否定的．

要解答这个问题，我们需要从分数（ｋ，ｍ）消去图和分数（ｋ，ｍ）覆盖图的充要条件入手．设 ｋ≥１，
ｍ≥０为两个整数．设Ｇ是一个图．则Ｇ是分数（ｋ，ｍ）消去图当且仅当对任意含有ｍ条边的子图Ｈ和任
意ＳＶ（Ｇ）有：

ｋＳ＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｋＴ≥∑

ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＨ（Ｓ，Ｔ）， （２）

其中Ｔ＝｛ｘ：ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ，ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｄＨ（ｘ）＋ｅＨ（ｘ，Ｓ）≤ｋ｝（可以直接验证这里的集合Ｔ可以修改为Ｔ＝
｛ｘ：ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ，ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｄＨ（ｘ）＋ｅＨ（ｘ，Ｓ）≤ｋ－１｝）．然而，在处理大部分分数（ｋ，ｍ）消去图相关问
题时，我们倾向于使用另外一种形式的充分必要条件：Ｇ是分数（ｋ，ｍ）消去图当且仅当对任意含有ｍ条边
的子图Ｈ和任意不交子集Ｓ，ＴＶ（Ｇ）有：

ｋＳ＋∑
ｘ∈Ｔ
ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｋＴ≥∑

ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）－ｅＨ（Ｓ，Ｔ）．

也就是说，任意Ｓ和Ｔ＝｛ｘ：ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ，ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｋ｝，与任意不相交的Ｓ，ＴＶ（Ｇ）是等价的．
显然，若对任意不相交的Ｓ，ＴＶ（Ｇ），（２）式成立，则对于任意Ｓ和Ｔ＝｛ｘ：ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ，ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｋ｝，
不等式（２）也能成立．

反之，假设对于任意Ｓ和Ｔ＝｛ｘ：ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ，ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｋ｝，（２）式成立．那么对于任意的不相交
子集Ｓ，ＴＶ（Ｇ），把Ｔ分成两个部分：

Ｔ１ ＝｛ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ｜ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｄＨ（ｘ）＋ｅＨ（ｘ，Ｓ）≤ｋ｝；
Ｔ２ ＝｛ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ｜ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｄＨ（ｘ）＋ｅＨ（ｘ，Ｓ）＞ｋ｝．

对于第１部分Ｔ１，根据假设条件可得：

ｋＳ＋∑
ｘ∈Ｔ１

ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｋＴ１ ≥∑
ｘ∈Ｔ１

ｄＨ（ｘ）－ｅＨ（Ｓ，Ｔ１）． （３）

对于第２部分Ｔ２，由它的定义得：

∑
ｘ∈Ｔ２

ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｋＴ２ ＞∑
ｘ∈Ｔ２

ｄＨ（ｘ）－ｅＨ（Ｓ，Ｔ２）． （４）

于是，立刻可以用（３）式和（４）式，验证（３）式＋（４）式 ＝（２）式，由此可知关于分数（ｋ，ｍ）消去图，
可以验证不同的充要条件之间的等价性．

回到关于分数（ｋ，ｍ）覆盖图的充要条件，注意到（１）式和（２）式之间的唯一区别在于（２）式中的

∑
ｘ∈Ｔ
ｄＨ（ｘ）换成（１）式中的∑

ｘ∈Ｓ
ｄＨ（ｘ）．那么是否还可以推出：Ｇ是分数（ｋ，ｍ）覆盖图当且仅当对任意含有ｍ

条边的子图Ｈ和任意不交子集Ｓ，Ｔ Ｖ（Ｇ），有（１）式成立？答案是否定的．若对任意不交子集 Ｓ，Ｔ
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Ｖ（Ｇ），有（１）式成立，该条件为充分条件，但不是必要条件．假设对于任意 Ｓ和 Ｔ＝｛ｘ：ｘ∈ Ｖ（Ｇ）－Ｓ，
ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｋ－１｝，（１）式成立．反之，对于任意的不相交子集Ｓ，ＴＶ（Ｇ），这里还是把Ｔ分成两个部分作
类似的分析：

　　　　　　　　　　　Ｔ１ ＝｛ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ｜ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｋ－１｝；
　　　　　　　　　　　Ｔ２ ＝｛ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ｜ｄＧ－Ｓ（ｘ）≥ｋ｝．
对于第１部分Ｔ１，根据假设条件可得：

ｋＳ＋∑
ｘ∈Ｔ１

ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｋ｜Ｔ１｜≥∑
ｘ∈Ｓ
ｄＨ（ｘ）－ｅＨ（Ｓ，Ｔ１）． （５）

对于第２部分Ｔ２，由它的定义得：

∑
ｘ∈Ｔ２

ｄＧ－Ｓ（ｘ）－ｋＴ２ ≥０． （６）

通过（５）式 ＋（６）式和（１）式对比，发现缺少ｅＨ（Ｓ，Ｔ２）项．由此可知，关于分数（ｋ，ｍ）覆盖图的充
要条件中的任意Ｓ和Ｔ＝｛ｘ：ｘ∈Ｖ（Ｇ）－Ｓ，ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｋ－１｝不能改为任意的不相交子集Ｓ，ＴＶ（Ｇ）．

事实上，大部分关于覆盖图的情况需要重新考虑，并不能把消去图的证明过程照搬．本文的结论只是
凑巧，原来的证明过程可以直接拿来用．由于定理１和定理２的结论只对小ｍ才能满足，即被条件ｋ＋１≥
２ｍ或ｋ＋２≥２ｍ所限制，因此，给出如下的开问题作为本文的结束．

开问题　对于一般的ｍ，需要什么样的联结数条件才能保证Ｇ是分数（ｋ，ｍ）覆盖图和分数（ｋ，ｍ）
一致图？
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