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摘要：采用拉普拉斯变换法得到分数阶振子自由振动微分方程的 ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数形式的解析解，据此
分析了分数振子的运动性质．结果表明：谐振子和受粘性阻力作用的质点的运动分别是阶数为２和１的
分数阶振子的自由振动；阶数在１到２之间的分数阶振子的自由振动是 “内禀”的阻尼振动，振幅衰减

的快慢及振动的周期与分数导数的阶数和一次项的系数有关．同时提出在处理工程实际问题时可采用谐
振子阻尼振动近似代替分数振子的自由振动，并拟合出等效刚度和等效阻尼与分数导数的阶数及一次项

系数的关系．
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　　分数阶微积分的出现已有３００多年的历史，近
１０多年来得到快速发展并在科学研究及工程技术
中受到广泛关注和应用．其中，在粘弹性材料力学
性质、反常扩散、信号检测、过程控制等领域采用

分数阶微积分的研究已有大量报道［１－４］，且取得很

多成果．而由含有分数阶导数项的微分方程描述的
动力学系统运动性质的研究变得越来越重要．本文
将对类比谐振子建立的分数阶振子模型进行研究，

以弄清楚其运动性质．

１　分数阶振子模型

众所周知，谐振子自由振动的微分方程是一个

二阶线性常微分方程，而一个只受粘性阻力作用的

质点，其运动方程可化为一阶线性常微分方程．
如果质点仅受与其位移随时间变化的分数阶导

数成正比的力作用，其运动微分方程可化为分数阶

线性常微分方程，这样的系统被称为分数阶

振子［５］．



定义　运动微分方程为 （１）式的质点运动，
称为分数阶振子的自由振动．

ｄα

ｄｔα
ｘ（ｔ）＋ｋｘ（ｔ）＝０， （１）

（１）式中 １≤ α≤ ２，分数阶导数采用 Ｃａｐｕｔｏ定
义［６］，并将初始条件记为：

ｘ（０）＝ｘ０，ｘ
·
（０）＝ｘ１． （２）

２　微分方程的解

拉普拉斯变换法是求解常微分方程初值问题的

常用方法，其特点在于变换时就考虑到初始条件的

影响，反变换后的结果直接是满足初始条件的特

解．对（１）式进行拉普拉斯变换［７］：

Ｌ［ｄ
αｘ（ｔ）
ｄｔα

＋ｋｘ（ｔ）；ｓ］＝Ｌ［０；ｓ］． （３）

利用Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数Ｌａｐｌａｃｅ变换的性质

Ｌ［ｃａＤαｔｆ（ｔ）；ｓ］＝ｓαＸ（ｓ）－∑
ｎ

ｉ＝０
ｓα－ｉ－１ｆｉ（０），（４）

得　 ｓαＸ（ｓ）－ｓα－１ｘ０－ｓα
－２ｘ１＋ｋＸ（ｓ）＝０， （５）

整理得：

Ｘ（ｓ）＝
ｓα－１ｘ０＋ｓα

－２ｘ１
ｓα＋ｋ

． （６）

ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数的Ｌａｐｌａｃｅ变换公式为：

∫
＋∞

０
ｅ－ｓｔｔαｍ＋β－１Ｅ（ｍ）α，β（±ａｔ

α）ｄｔ＝ ｍ！ｓα－β

（ｓαａ）ｍ＋１
，

（Ｒｅ（α）＞｜α｜
１
２）， （７）

其中Ｅ（ｍ）α，β（ｚ）是双参数的ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数的ｍ阶
导数．当β＝１，ｍ＝０时，（７）式化为：

∫
＋∞

０
ｅ－ｓｔＥα，１（±ａｔ

α）ｄｔ＝ ｓα－１

ｓαａ
， （８）

可得： Ｌ－１［ｓ
α－１

ｓα＋ｋ
；ｔ］＝Ｅα，１（－ｋｔ

α）． （９）

当β＝２，ｍ＝０时，（７）式化为：

∫
＋∞

０
ｅ－ｓｔｔＥα，１（±ａｔ

α）ｄｔ＝ ｓα－２

ｓαａ
， （１０）

从而 Ｌ－１［ｓ
α－２

ｓα＋ｋ
；ｔ］＝ｔＥα，２（－ｋｔ

α）． （１１）

对（６）式进行Ｌａｐｌａｃｅ反变换，利用（９）和（１１）
得方程（１）的解为：

ｘ（ｔ）＝ｘ０Ｅα，１（－ｋｔ
α）＋ｘ１ｔＥα，２（－ｋｔ

α）．（１２）

３　分数阶振子的运动性质

３１　阶数为２的分数阶振子表示谐振子
当α＝２时，方程（１）化为典型的谐振子运动方程

ｄ２ｘ（ｔ）
ｄｔ２

＋ｋｘ（ｔ）＝０． （１３）

在此情况下，（１２）式化为：
ｘ（ｔ）＝ｘ０Ｅ２，１（－ｋｔ

２）＋ｘ１ｔＥ２，２（－ｋｔ
２）．（１４）

两参数ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数的定义为：

Ｅα，β（ｚ）＝∑
∞

ｉ＝０

ｚｉ

Γ（ｉα＋β）
，

α＞０，β＞１，ｚ∈Ｃ， （１５）
其中Γ（ｚ）是 Ｇａｍｍａ函数，当 ｚ为整数时，Γ（ｚ）＝
（ｚ－１）！．由（１５）式可推出：

Ｅ２，１（λ
２）＝∑

∞

ｎ＝０

λ２ｎ
（２ｎ）！，　　

Ｅ２，２（λ
２）＝∑

∞

ｎ＝０

λ２ｎ
（２ｎ＋１）！． （１６）

利用ｅ指数的级数展开式ｅｚ＝∑
∞

ｎ＝０

ｚｎ
ｎ！，可得：

Ｅ２，１（λ
２）＝１２（ｅ

λ＋ｅ－λ），

Ｅ２，２（λ
２）＝１２λ

（ｅλ＋ｅ－λ）． （１７）

利用欧拉公式可得：

　　　　Ｅ２，１（－ｋｔ
２）＝１２（ｅ

槡ｉｋｔ＋ｅ槡－ｉｋｔ）

＝ｃｏｓ（槡ｋｔ）， （１８）

　　　　ｔＥ２，２（－ｋｔ
２）＝ １

２槡ｉｋ
（ｅ槡ｉｋｔ＋ｅ槡－ｉｋｔ）

＝１

槡ｋ
ｓｉｎ（槡ｋｔ）． （１９）

将（１８）和（１９）式代入（１４）式得：

ｘ（ｔ）＝ｘ０ｃｏｓ（槡ｋｔ）＋
ｘ１
槡ｋ
ｓｉｎ（槡ｋｔ）， （２０）

或　　　ｘ（ｔ）＝ｘ０ｃｏｓ（槡ｋｔ＋θ）， （２１）

其中初相位由ｔａｎθ＝－
ｘ１
槡ｋｘ０

确定．（２０）或（２１）式是

熟知的简谐振动的位移公式，表明阶数为２的分数
阶振子确实是谐振子，并间接说明了（１２）式的正
确性．
３２　阶数为１的分数阶振子表示受粘性阻力作用
的质点

　　当α＝１时，方程（１）化为受粘性阻力作用的
质点的运动方程

ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＋ｋｘ（ｔ）＝０． （２２）

若设质点速度为零处为坐标原点，初始位移

２７ 　　　　　　　　　　　　　　昆明学院学报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０２０年６月



ｘ（０）＝ｘ０（此时的初始速度 ｘ
·
（０）＝－ｋｘ０），则（１２）

式化为：

ｘ（ｔ）＝ｘ０Ｅ１，１（－ｋｔ）＝ｘ０ｅ
－ｋｔ， （２３）

与（２２）式常规解法得到的结果完全相同．
３３　分数阶振子的运动状态随阶数和线性项系数
变化

　　设初始速度ｘ１ ＝０，则（１２）式简化为

ｘ（ｔ）＝ｘ０Ｅα，１（－ｋｔ
α）． （２４）

由于ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数是大多数人比较陌生的
特殊函数，为了能够直观地感受（２４）式表示的分数
振子位移随时间的变化情况，利用（１５）式，编程计
算不同值的分数阶振子的位移随时间变化情况．计
算中取ｘ０ ＝５ｍ，ｋ＝２ｋｇｍαｓ

－α，α从２变化到１，结
果显示如图１．

　　图１中（ａ），（ｂ），（ｃ），（ｄ），（ｅ），（ｆ）中的值分
别是２０，１８，１６，１４，１２，１０．从图１可看出，随α
值的减小，振幅的衰减加快，同时“欠阻尼”振动时

的周期随α的减小而增大．换句话说，α值既影响振
子的振幅衰减，同时也影响振动的周期．

为观察线性项系数对分数振子运动影响，取

ｘ０ ＝５ｍ，α＝１８，ｋ分别取０５，１０，１５ｋｇｍ
１．８ｓ－１．８，

按（２４）式计算系统位移随时间的变化情况，结果显
示如图２．由图２可见，α固定时，随ｋ的增大，振子的
振幅衰减加快，振动周期减小．

由上面的分析可知，分数振子的自由振动是阻

尼振动，这是一种“内禀”的阻尼振动，是系统自身

性质决定的．分数阶振子的分数导数阶数和线性项 系数都会影响分数阶振子振幅衰减的快慢程度和振

３７第３期　　　　　　　　　　何松林，黄　焱，俞　安，等：分数阶振子的自由振动研究



动的周期．线性项系数不变时，随分数导数阶数α值
的减小，振子振幅衰减逐渐加快，振动周期增大；分

数导数的阶数α固定时，随线性项系数的增大，振子
振幅衰减加快，振动周期减小．

４　分数振子可采用阻尼谐振子近似代替

虽然（１２）式给出了分数振子自由振动的解析
解，但由于 ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数相对复杂，应用不方
便．此外，由于分数振子“内禀”阻尼振动的位移时
间图类似谐振子阻尼振动的位移时间图，可以将分

数振子近似为受粘性阻尼作用的谐振子进行处理．
由前面的分析可知，分数振子“内禀”阻尼振动的振

幅衰减及振动周期既与分数导数阶数值有关，也与

线性项系数有关．谐振子阻尼振动的振幅衰减是指
数型的，由观察及量纲分析，可设分数振子的振幅与

ｅ（α－２）ｋ
Ａ
αｔ成正比，振动的圆频率与（α－１）Ｂｋ

Ａ
αｔ成正

比，其中 Ａ，Ｂ是可调常数．因此（２４）式可近似表
示为：

ｘ（ｔ）＝ｘ０ｅ
－（２－α）ｋ

Ａ
αｔｃｏｓ［（α－１）Ｂｋ

Ａ
αｔ］． （２５）

对参数α，ｋ，ｘ０取不同值的分数振子，用（２５）式

对由（２４）式给出的位移时间数据进行拟合［８］，得到

Ａ和Ｂ两个常数分别取１０／９和１／９时效果最好．即
（２４）的近似公式为：

ｘ（ｔ）＝ｘ０ｅ
－（２－α）１０９ｋ

１
αｔｃｏｓ［（α－１）

１
９ｋ

１
αｔ］．（２６）

α＝１．８，ｋ＝１ｋｇｍ１８ｓ－１８，ｘ０＝２ｍ时的拟合结
果见图３，其近似解与精确解符合较好．

众所周知，谐振子阻尼振动的微分方程为：

ｄ２ｘ
ｄｔ２
＋２δｄｘｄｔ＋ω

２
０ｘ＝０． （２７）

在欠阻尼δ＜ω０情况下的解为：

ｘ＝Ａｅ－δｔｃｏｓ（ωｔ＋φ）． （２８）
将（２８）式与（２６）式对比，可得：

δ＝（２－α）
１０
９ｋ

１
α，　　 （２９）

　 ω２０ ＝ω
２＋δ２＝ｋ

２
α［（２－α）

１００
８１ ＋（α－１）

１
８１］．（３０）

也就是说在实际应用中，分数振子运动微分方程

（１）可以由谐振子阻尼振动微分方程 （２７）式近似代
替，阻尼和刚度分别由 （２９）和 （３０）式给出．

综上所述，本文定义了分数阶振子，采用Ｍｉｔ
ｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数求出其自由振动微分方程的解析解，
由此得出分数振子的运动性质，证明了谐振子和受

粘性阻力作用的质点的运动分别是阶数为２和１的
分数阶振子的自由振动；分析得出分数阶振子的

“内禀”阻尼振动的振幅衰减及振动周期既与分数

导数阶数有关，也与线性项系数有关；提出在工程

实践中，可采用谐振子阻尼振动方程近似代替分数

振子自由振动方程进行处理．本文的工作，对加深
理解含分数导数系统的性质，扩展对 “振子”运

动的认识，促进含分数导数的系统在实际工程及其

他学科研究中的应用有积极作用．
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