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结合几何方法与 Ｒａｄｏｎ变换的 ＣＴ系统参数标定模型
王保云，徐春晓，胡雄伟

（云南师范大学 信息学院，云南 昆明 ６５０５００）

摘要：针对计算机断层扫描系统由于安装和模板设计产生标定误差和结构恢复问题，提出了一种ＣＴ系统
的参数标定及成像方法．首先运用几何法来计算ＣＴ参数，然后根据 ＣＴ参数，采用 Ｒａｄｏｎ变换对物体进
行重建，从而获得物体内部结构信息．误差分析结果显示，所使用的方法在系统误差和测量误差的影响
下，仍然能够获得到较好的效果．
关键词：计算机断层扫描；参数标定；Ｒａｄｏｎ变换；误差校正
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０　引言

计算机断层扫描 （Ｃｏｍｐｕｔｅｄｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ，ＣＴ）
是广泛应用于医学检查以及工业、安保检测等方面

的一项先进影像检查技术．本文以２０１７年高教社
杯全国大学生数学建模竞赛 Ａ题 “ＣＴ系统参数标
定及成像”［１］为基础，探索ＣＴ成像中的标定问题．
主要探讨内容包括：１）在正方形托盘上给定两个
均匀固体介质组成的标定模板，模板的几何信息如

图１（ａ）所示．要求在给定模板吸收强度和ＣＴ成
像数据的条件下，确定 ＣＴ系统旋转中心在正方形
托盘中的位置、探测器单元之间的距离以及该 ＣＴ
系统使用的Ｘ射线的１８０个方向．２）给定内部吸
收率均匀分布简单结构介质 （以下称 “简单介

质”）的接收信息，确定该未知介质在正方形托盘

中的位置、几何形状和吸收率等信息，并给出１０
个位置处的吸收率，相对位置如图 １（ｂ）所示，
准确位置信息如表１所示．３）在同一 ＣＴ系统下，
再次对内部吸收率分布较为复杂的介质 （以下称

“复杂介质”）的接收数据进行相应参数求解．
ＣＴ通过对样品进行断层扫描成像获取其内部

结构，平行入射的 Ｘ射线垂直射入探测器平面上
５１２个等距排列的探测器单元，射线发射器与探测
器位置保持相对固定，并且探测器以某一固定点为

旋转中心旋转１８０次，各探测器在每次旋转时都会
检测到介质吸收衰减后的射线能量，经处理得到

１８０组接收信息．因为设备安装造成的误差会对成
像质量造成影响，所以要通过对已知物体的成像来



标定ＣＴ系统．因此，探讨了几种标定方法后［２－３］，

并进行了以下工作．
１）已知模板的几何数据和接收信息，使用几

何法确定ＣＴ的旋转中心在正方形托盘中的位置、
单元探测器之间的距离，并且拟合出１８０个 Ｘ射
线的方向．ＣＴ系统的成像过程如图１（ａ）所示，
标定模板几何形状及相关参数如图１（单位：ｍｍ）

所示．
２）通过 ＣＴ扫描未知物体得到接收信息，并

利用之前得到的标定参数，使用Ｒａｄｏｎ逆变换重建
物体结构，确定未知介质在正方形托盘中的位置、

几何形状和吸收率，并且计算给出的１０个位置的
吸收率．１０个位置示意图如图１（ｂ），坐标信息
如表１所示．

表１　１０个位置的坐标信息

序号 ｘ坐标 ｙ坐标
１ １０００００ １８００００
２ ３４５０００ ２５００００

３ ４３５０００ ３３００００
４ ４５００００ ７５５０００
５ ４８５０００ ５５５０００

６ ５０００００ ７５５０００
７ ５６００００ ７６５０００

８ ６５５０００ ３７００００
９ ７９５０００ １８００００
１０ ９８５０００ ４３５０００

１　几何法确定ＣＴ参数的模型

直接将标定模板的接收数据绘制成图像，得正

方形托盘的基本结构图，该图是一个均匀的椭圆和

一个小圆，如图２所示．以旋转中心为原点，分别
以椭圆的短轴方向和长轴方向为横坐标和纵坐标，

得到图２（ａ）．将５１２个探测器在１８０次扫描中得
到的数据用图形显示为图２（ｂ），纵坐标取值范围
［１，５１２］，表示有５１２个探测器；横坐标取值范
围为 ［１，１８０］，表示进行了１８０次扫描．
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１１　求椭圆的长轴和短轴
在成像过程中，托盘以旋转中心为轴心旋转．

当光线平行于椭圆的长轴时，椭圆物体在探测器上

成像范围最窄．同样，当光线垂直于椭圆的长轴
时，椭圆物体在探测器上的成像范围最宽．据此可
知，图２（ｂ）中图像的最窄处和最宽处的宽度分
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别对应椭圆的短轴和长轴．
设图像最宽处纵坐标的上下界分别为 ｙｗ，ｕｐ和

ｙｗ，ｄｏｗｎ，最窄处纵坐标的上下界分别为ｙｎ，ｕｐ和ｙｎ，ｄｏｗｎ，
则得到椭圆物体的长轴和短轴分别为：

ｓｌｏｎｇ＝ｙｗ，ｕｐ－ｙｗ，ｄｏｗｎ＋１； （１）
ｓｓｈｏｒｔ＝ｙｎ，ｕｐ－ｙｎ，ｄｏｗｎ＋１． （２）

式中ｓｌｏｎｇ和ｓｓｈｏｒｔ分别表示椭圆的长轴和短轴．由于
数据中一个点代表一个探测器单位，所以 ｓｌｏｎｇ和
ｓｓｈｏｒｔ的单位是 “个探测单位”．

根据给定的数据，得到短轴对应的数据为

ｘｎ＝１５２，ｙｎ，ｕｐ＝１６９和ｙｎ，ｄｏｗｎ＝２７６．对于长轴，则
出现多组对应数据，５８≤ｘｗ≤６５时，所得 ｓｌｏｎｇ值均
为２８９个探测单位，因此，长轴对应的数据为
ｘｗ＝６２，ｙｗ，ｕｐ＝８９，ｙｗ，ｄｏｗｎ＝３８０，根据公式 （１）和
（２）计算得到相关参数为 ｓｌｏｎｇ＝２８９个探测单位，
ｓｓｈｏｒｔ＝１０８个探测单位．

对于ｓｌｏｎｇ和ｓｓｈｏｒｔ，可以直接在图２（ｂ）所对应
的数据文件中统计非零数字的个数，所得结果与上

述结果一致．
１２　探测器的间距和旋转中心

由图１可知，椭圆的长轴为８０ｍｍ，且用于标
定的椭圆物体是均匀固体介质，根据前面计算所得

长轴长度可以计算出探测器间距：

ｇ＝８０ｓｌｏｎｇ
＝８０２８９＝０２７６８ｍｍ．

根据图２（ｂ）图像中最窄处中点位置与探测
器平面中心的偏差得到椭圆中心点的横坐标

公式：

ｘｃ＝［２５６－（ｙｎ，ｕｐ＋ｙｎ，ｄｏｗｎ）／２］ｇ， （３）

式中２５６为５１２个探测器的中线．代入 （３）式，
计算得到ｘｃ＝－９２７２８ｍｍ．

同理，椭圆物体中心点的纵坐标 ｙｃ计算公
式为：

ｙｃ＝［２５６－（ｙｗ，ｕｐ＋ｙｗ，ｄｏｗｎ）／２］ｇ． （４）

因为探测数据在 ５８≤ｘｗ≤６５均为最长，且
ｓｌｏｎｇ＝２８９个探测单位，取 ｘｗ＝６１和 ｘｗ＝６２的均值
计算ｙｃ，得：

ｙｃ＝［２５６－
８９５＋３７７５

２ ］×０２７６８＝６２２８０ｍｍ

综合上述结果，得到旋转中心坐标为：（ｘｃ，
ｙｃ）＝（－９２７２８，６２２８０）．

１３　Ｒａｄｏｎ逆变换与吸收系数
１３１　Ｒａｄｏｎ变换

Ｒａｄｏｎ变换是对图像中的物体进行线积分，其
变换公式为：

ｇ（ｓ，θ）＝Ｒｆ（ｘ，ｙ）

　　 ＝∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）δ（ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ－ｓ）ｄｘｄｙ，（５）

式中参数的取值范围为 －∞≤ｓ≤ ＋∞，０≤θ＜π．
根据ＣＴ断层扫描数据来恢复标定模板数据，需要
用 Ｒａｄｏｎ逆变换来完成．Ｒａｄｏｎ逆变换的公
式为［４］：

ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｒ－１ｇ（ｄ，φ）＝
２
２π２∫

π

０∫
＋∞

－∞

１
ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ－ｓ

ｇ（ｓ，θ）
ｓ

ｄｓｄθ，（６）

其中投影射线的方程为：

ｌｓ，θ：ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ＝ｓ， （７）
式中θ（０≤θ≤π）为投影射线的方向与 ｘ轴正方
向之间的夹角，ｓ为原点到投影射线的距离．

将ＣＴ断层扫描数据执行 Ｒａｄｏｎ逆变换，则可
得到恢复数据．
１３２　吸收系数计算与托盘定位

由于恢复数据存在噪声，因此需要对噪声进行去

除，从而得到与标定模板对应的数据，成为有效区

域．对逆变换后有效区域的数据和托盘的原始数据对
比分析，发现变换后恢复的数据比原始数据小，即存

在吸收率．因为各点之间吸收率有一定差异，所以可
用平均吸收率来描述系统的吸收率，计算公式如下：

λ＝１Ｎｉｊ
Ｒ（ｉ，ｊ）
Ｉ（ｉ，ｊ）， （８）

式中Ｉ（ｉ，ｊ）为坐标位置在（ｉ，ｊ）点的原始模板数据．
根据给定的数据，我们知道 Ｉ（ｉ，ｊ）≡１，ｉ，ｊ；
Ｒ（ｉ，ｊ）为Ｒａｄｏｎ逆变换后恢复数据，为标定模板中
数据点个数．

经计算吸收率，得λ＝０４８９８，据此得到增益
系数为：

ｋ＝１／λ＝２０４１６， （９）
公式 （９）的计算需要先将 Ｒａｄｏｎ逆变换后数据进
行噪声去除、旋转和缩放，使之与标定模板一一

对应．
１４　初始角度与单次旋转角度
１４１　初始角度

初始角度的计算可以利用标定模板的几何特性

来确定．因为模板中椭圆物体较为显著，所以以椭
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圆的长轴或短轴方向来测定模板的初始角度较为容

易．因此，以根据椭圆的中心为参考，求解其长轴
所在的直线方程，然后计算其与坐标轴的夹角即可

得到初始角度．上述方法可以采用投影法来实现，
即将恢复数据在纵轴上投影，当其旋转角度等于初

始角度时，椭圆长轴平行于纵轴，所得投影区间最

长，这时所得角度即为所求．
通过计算，得到初始角度为θ０＝２９５１７９°．

１４２　单次旋转角度
小球的运动轨迹是由探测器所在平面与正方形

托盘的相对旋转运动产生的，因此其轨迹应当是一

个三角函数曲线［５－６］．找到小球的上轨，记录每一
次旋转时小球在接收器上的最高点，即小球轨迹的

上边缘．同时，记录旋转的次数ｔ和最高点的探测
器数Ｆ，将每次探测所得探测器号码减去２５６，得
到Ｆ，将ｔ作为自变量，Ｆ作为因变量，对数据
进行拟合，发现由于从投影到图形的变化，使用

Ｆｏｕｒｉｅｒ方法拟合出的函数曲线最接近于找出的各
个点，如图３所示．拟合出的曲线如下．

Ｆ ＝ｃ０＋ｃ１ｃｏｓ（αｔ）＋ｄ１ｓｉｎ（αｔ）＋ｃ２ｃｏｓ（２αｔ）
＋ｄ２ｓｉｎ（２αｔ），

式中各拟合系数的取值分别为 ｃ０＝１６．８２，ｃ１＝

１６７００，ｃ２ ＝１５１６，ｄ１ ＝１００６０，ｄ２ ＝１９５９，α＝
００１８１．

通过分析知，（５２，０）至 （１４４，２１０）为１／４
个周期，即９２次旋转总和为９０°，则每次旋转的
度数为：

θｒ＝
９０°
９２≈０９７８３°． （１０）

由图 ３可知，由于初始状态下偏转度数为
２９５１７９°，所以第ｎ次旋转的角度为逆时针方向，
计算式为：

　　θｎ ＝θ０＋（ｎ－１）θｒ
＝２９５１７９°＋（ｎ－１）×０９７８３°． （１１）

２　基于Ｒａｄｏｎ逆变换的物体重构模型

２１　物体重构与参数计算
２１１　图像重构

根据前述Ｒａｄｏｎ逆变换，可以由 ＣＴ断层扫描
数据来进行数据恢复．简单介质的数据如图４（ａ）
所示．对数据进行Ｒａｄｏｎ逆变换，并根据初始角度
θ０进行旋转，然后根据正方形托盘参数进行数据压
缩，得到２５６×２５６大小的图像，如图４（ｂ）所示．

由于空气等杂质干扰，部分恢复数据值接近

０，甚至为负值，因此需要进行噪声抑制．这里采
用抑制法滤波，滤波器设计为：

Ｉ
～
＝
０，Ｉ＜ε，
Ｉ，Ｉ≥ε{ ．

（１２）

式中 Ｉ
～
为滤波后数据，Ｉ为 Ｒａｄｏｎ逆变换恢复数

据，ε为抑制阈值．当 ε＝０１时，得到滤波后重
构的图像如图４（ｃ）所示．
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２１２　椭圆参数计算
对６个椭圆的参数计算分为两步进行．
第１步　计算椭圆中心和中心点介质吸收率．

针对特定椭圆，选取两条平行于 ｙ轴的切线，得
到两个切点 Ａ（ｘａ，ｙａ），Ｂ（ｘｂ，ｙｂ）．因为关于椭圆
中心点对称，所以该两个切点连成直线的中点

Ｏ（
ｘａ＋ｘｂ
２ ，

ｙａ＋ｙｂ
２ ）即为椭圆形的中心点．又因为

每个椭圆的介质是较为均匀的，所以以椭圆的中

点作为吸收率样本点，同时结合前面计算得到的

吸收系数 ｋ，则可得到各中心点吸收率．
第２步　计算椭圆的长轴和短轴．通过对图像

进行旋转，使特定椭圆在ｘ轴方向的投影最短，在

ｙ轴方向的投影最长，则可得到该椭圆的旋转角

度、长轴长和短轴长．

通过上述两步，可得到椭圆参数，如表 ２所

示．表中旋转角度均为逆时针方向．

根据吸收系数 ｋ，计算得到１０个对应位置的

吸收率数据，如表３所示．

表２　椭圆参数

椭圆 椭圆中心坐标／ｍｍ 长半轴／ｍｍ 短半轴／ｍｍ 旋转角（逆时针）／（°） 吸收率

１ （０５７８５，１９０９１） ４０７２３ ２１４２３ ５ １００３

２ （－９６５００，－１９８７８８） １０２２９ ５４０４ １３６ ００００

３ （１２５４４９，－１７３６９９） １１７７３ ４６３２ ３０ ００００

４ （－４６３２０，２４７０３８） ５５９７ ２８９５ ６０ １１９８

５ （３６６７０，１６４０４９） １２５４５ ７１４１ ２ １３１１

６ （－１９２９３，５４００４） １９３０ １３５１ １５０ １０６９

表３　简单介质的１０个位置点吸收率

序号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

吸收率 ０００００ ０９９８５ ０００００ １２０２２ １０７２１ １３８５９ １２９６９ ０００００ ０００００ ０００００

２２　复杂介质重构与参数计算
对给定数据 （图５（ａ）所示）进行重构，得

到图５（ｂ）所示的结构，并进行抑制滤波，得到

图５（ｃ）．
采取同样的方法，得到１０个位置的吸收率信

息，如表４所示．

表４　复杂介质的１０个位置点吸收率

序号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

吸收率 ０００００ ２６１２３ ６６９６３ ０００００ ０００００ ３０３６３ ６４４９４ ０００００ ８３９１１ ０００００
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３　误差分析与讨论

在本研究中，因为 ＣＴ成像是离散过程，这就
使得公式 （５）的连续积分变为离散求和．此外，
单次旋转角度的间隔越大，采集的扫描数据越少，

原始物体的信息损失越多．同时，单次旋转角度决
定了数据的角度分辨率误差，此误差进一步影响了

标定模板的参数精度．由于标定模板的参数将用于
后续物体探测的计算依据，因此应尽可能地提高标

定模板参数的精度．
模型和参数的确定需要选择数据来完成，比如

本文中计算椭圆参数和函数拟合，以及计算未知物

体参数时的数据组选定．而选择不同模型、函数和
数据，会带来不同的计算误差．

系统误差是影响 ＣＴ系统精度的另一原因．从
系统成像数据中可以看到，探测器所接收到的数据

具有一定的系统噪声，并且该噪声有正有负，没有

明显的规律．这类系统噪声是造成计算误差的另一
个原因．

综合上述分析，如果要想进一步提升 ＣＴ系统
精度，减少计算误差，则可以从这些方面来开展工

作：缩小单次旋转角度间隔、选择特定模板 （比

如半径成等差数列的圆）、降低系统热噪声、提高

函数拟合精度等．

４　小结

本文探讨了 ＣＴ的参数标定及成像问题．首

先，根据标定模板的椭圆特性，选取了两种特

殊情况计算 ＣＴ的旋转中心和单元探测器之间的
间距，得到初始角度和单次旋转角度 （旋转间

隔）．其次，依据 Ｒａｄｏｎ变换原理，对接收数据
进行 Ｒａｄｏｎ逆变换，得到重构图像．并对重构
图像进行滤波，恢复出物体的原形．最后，对
所提出的模型进行误差分析，并提出相应的校

正方法．
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