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一类广义非自治非线性 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程的拉回吸引子
吕鹏辉，吕小俊，杨吉根

（云南大学旅游文化学院 信息学院，云南 丽江 ６７４１９９）

摘要：在ＲＮ的有界域上，研究一类广义非自治非线性 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程 ｕｔｔ＋αｕｔ－βΔｕｔ－（ｕ
２）Δｕ＋

（１＋｜ｕ｜２）ｐ－１ｕ＝ｆ（ｘ，ｔ）的拉回吸引子的存在性．为得到拉回吸引子的存在性，首先证明方程在
（Ｈ２∩Ｈ１０）×Ｈ

１
０的整体解，随后进一步证明存在拉回吸收集，最后证明满足条件 （ＰＤＣ），从而得到方程对

应的过程 Ｕ ｔ，( ){ }τ 在相空间（Ｈ２∩Ｈ１０）×Ｈ
１
０中存在拉回吸引子．
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ｄｏｍａｉｎｓｏｆＲＮ：ｕｔｔ＋αｕｔ－βΔｕｔ－（ｕ

２）Δｕ＋（１＋ ｕ２）ｐ－１ｕ＝ｆ（ｘ，ｔ）ｗａｓｓｔｕｄｉｅｄ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅｐｕｌｌｂａｃｋ
ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ，ｆｉｒｓｔｌｙ，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅｇｌｏｂａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ，ｔｈｅｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅｐｕｌｌｂａｃｋａｂｓｏｒｂｉｎｇｓｅｔｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ，ａｎｄｂｙｐｒｏｖｉｎｇ
ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（ＰＤＣ），ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅｐｕｌｌｂａｃｋａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓＵ ｔ，( ){ }τ ｉｎｔｈｅｐｈａｓｅｓｐａｃｅ（Ｈ２∩Ｈ１０）×Ｈ

１
０ｉｓａｃｑｕｉｒｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｎｏｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓＫｉｒｃｈｈｏｆｆｅｑｕａｔｉｏｎｓ；ｇｌｏｂａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；ｐｕｌｌｂａｃｋａｂｓｏｒｂｉｎｇｓｅｔ；ｐｕｌｌｂａｃｋａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

　　本文研究下列非线性Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程的拉回吸引子：
　　　　ｕｔｔ＋αｕｔ－βΔｕｔ－（ｕ

２）Δｕ＋（１＋｜ｕ｜２）ｐ－１ｕ＝ｆ（ｘ，ｔ）ｉｎΩ× τ，[ )∞ ； （１）
　　　　ｕ（ｘ，τ）＝ｕ０（ｘ）；ｕｔ（ｘ，τ）＝ｕ１（ｘ），ｘ∈Ω； （２）
　　　　ｕ（ｘ，ｔ）｜Ω＝０，ｔ≥τ． （３）

其中，Ω是ＲＮ中具有光滑边界的有界域，ｐ≥１，且α，β都是正常数，而有关 （ｕ２），ｆ（ｘ，ｔ）的假设
将在后文中给出．

近３０年来，自治动力系统和其吸引子已有较多研究［１－４］．而非自治无穷维动力系统的研究则相对较少．
在非自治实例中，半群变成为过程，即一个算子依赖于两个参数［４－５］，我们将其称为由过程形成的一致吸引

子．然而，在有些非自治系统中当时间趋于无穷时，轨道会变为无界，则这时常规的一致吸引子的理论将不
再适用．为解决这一问题，数学家们提出了适用于非自治和随机系统中的拉回吸引子理论．随着该理论的提
出，关于非自治无穷维动力系统越来越引起人们重视，而且对非自治系统的拉回吸引子进行了许多深入研

究［５－１４］．例如：Ａｎｈ等［５］研究了一类非自治非经典扩散方程 ｕｔ－εΔｕｔ－Δｕ＋ｆ（ｕ）＝ｇ（ｔ）的拉回吸引子；
Ｚｅｌｉｋ［６］证明了在临界指数增长条件下，非自治阻尼波方程ｕｔｔ＋γｕｔ－Δｕ＋ｆ（ｕ）＝ｇ（ｔ）解的渐近正则性．



Ｗａｎｇ［７］研究了下列具有临界指数性非自治波方程的拉回吸引子的存在性：
ｕｔｔ＋ηｕｔ－Δｕ＋ｕｔ＋ ( )ｆｕ＝ｇ（ｘ，ｔ）， （４）

该文为证明拉回吸引子的存在性，首先根据拉回Ｄ－渐近紧概念给出了非自治动力系统拉回吸引子的存在
性，随后给出新方法证明拉回Ｄ－渐近紧性．

雍鸿雄等［８］研究了下列非自治吊桥方程的拉回吸引子：

ｕｔｔ＋ｕｘｘｘｘ＋μｕｔ＋κ
２ｕ＋＋ｇ（ｕ，ｔ）＝ｆ（ｘ，ｔ）， （５）

该文证明了非自治吊桥方程当非线性项ｇ（ｕ，ｔ）和外力项ｆ（ｘ，ｔ）都与时间ｔ有关且平移有界时解的渐近性行
为，并由此获得了方程在Ｈ２ ０，( )Ｌ∩Ｈ１０ ０，( )Ｌ×Ｌ２ ０，( )Ｌ中的拉回Ｄ－吸引子的存在性．

为方便读者，本文结构如下：在文章第１部分中，给出主要记号和主要拉回 Ｄ－吸引子的相关理论．
第２部分，证明了方程对应的过程 Ｕｔ，( ){ }τ 在相空间（Ｈ２∩Ｈ１０）×Ｈ

１
０的拉回 Ｄ－吸收集存在性．第３部

分，证明了方程对应的过程 Ｕｔ，( ){ }τ 在相空间（Ｈ２∩Ｈ１０）×Ｈ
１
０中存在拉回Ｄ－吸引子．

１　预备知识

为叙述方便，引入下列符号：

Ｌｐ＝Ｌｐ（Ω），Ｗｋ．ｐ＝Ｗｋ．ｐ（Ω），Ｈｋ＝Ｗｋ，２，Ｈ＝Ｌ２，· ＝ · Ｌ２，

　　　　　　　　 · ｐ＝ · Ｌｐ，Ｖ２＝Ｈ
２∩Ｈ１０，Ｖ２′＝Ｖ－２，Ｘ＝Ｖ２×Ｈ

１
０，

其中ｐ≥１，Ｗ－１．ｐ′为 Ｗ１．ｐ０ 的共轭空间，ｐ′＝ｐ／（ｐ－１）．Ｈ
ｋ是 Ｌ２－内积下的 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间，同时 Ｈｋ０表示

Ｃ∞０（Ω）在Ｈ
ｋ中的闭包 （ｋ＞０），符号 （·，·）表示Ｈ－内积．

设 Ｕｔ，( )τ：ｔ≥τ，τ∈{ }Ｒ是在空间Ｘ的一个过程．过程 Ｕｔ，( ){ }τ 称为是闭的，如果在 Ｘ中，对所
有ｔ≥τ，τ∈Ｒ，当ｘｎ→ｘ时，Ｕｔ，( )τｘｎ→Ｕｔ，( )τｘ．

文献 ［１０］指出，连续及强连续的过程都是闭的，反之则不然．

设 ( )ＰＸ为度量空间Ｘ所有有界子集的集合，Ｄ为参数化集合 Ｄ^＝ ( )Ｄｔ：ｔ∈{ }Ｒ ( )ＰＸ的一个非空域．

定义１　过程 Ｕｔ，( ){ }τ 叫做拉回Ｄ－渐近紧，如果任意ｔ∈Ｒ，Ｄ^∈Ｄ，任意序列τｎ→－∞，及任意序
列ｘｎ∈Ｄτ( )ｎ ，序列 Ｕｔ，τ( )ｎ ｘ{ }ｎ 在Ｘ中是相对紧的．

定义２　过程 Ｕｔ，( ){ }τ 称满足拉回条件 （ＰＤＣ），如果任意固定时间ｔ∈Ｒ，Ｄ^∈Ｄ，且任意η＞０，存

在τ０＝τ０ Ｄ^，η，( )ｔ≤ｔ及一个Ｘ的有限维子空间Ｘ１，使得：
１）Ｐ∪τ≤τ０Ｕｔ，( )τＤ( )( )τ 是有界的；

２） Ｉ－( )Ｐｙ≤η，ｙ∈∪τ≤τ０Ｕｔ，( )τｘ，ｘ∈Ｄ( )τ．
其中Ｐ：Ｘ→Ｘ１是投影算子，Ｉ为恒等变换．

引理１［６］　满足拉回条件 （ＰＤＣ）的过程 Ｕｔ，( ){ }τ 称拉回Ｄ－渐近紧．

定义３［１０］　一族有界集 Ｂ^＝ ( )Ｂｔ ｔ∈{ }Ｒ称为过程 Ｕｔ，( ){ }τ 的拉回Ｄ－吸收集，如果任意时间ｔ∈Ｒ，

Ｄ^∈Ｄ，存在τ０＝τ０ Ｄ^，η，( )ｔ≤ｔ，使得：
∪
τ≤τ０
Ｕｔ，( )τＤ( )τ ( )Ｂｔ．

定义４［１０］　族 Ａ^＝ ( )Ａｔ：ｔ∈{ }Ｒ ( )ＢＸ称为 Ｕｔ，( ){ }τ 的拉回Ｄ－吸引子，如果满足以下条件：

１）Ａ^( )ｔ对于所有时间ｔ∈Ｒ是紧的；

２）Ａ^是不变的，即Ｕ（ｔ，τ）Ａ( )τ＝ ( )Ａｔ，对所有的ｔ≥τ；

３）Ａ^是拉回Ｄ－吸引的，即 ｌｉｍ
τ→－∞

ｄｉｓｔＵｔ，( )τＤ( )τ， ( )( )Ａｔ ＝０，对所有 Ｄ^∈Ｄ及ｔ∈Ｒ；

４）如果 ( )Ｃｔ：ｔ∈{ }Ｒ是另外一个闭吸引集族，则对所有的 ｔ∈Ｒ，满足 ( )Ａｔ ( )Ｃ ｔ．其中 ｄｉｓｔ是指
Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ半距离，定义为ｄｉｓｔＡ，( )Ｂ ＝ｓｕｐ

ｘ∈Ａ
ｉｎｆ
ｙ∈Ｂ
ｄｘ，( )ｙＡ，ＢＸ．
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定理１［６］　设过程 Ｕｔ，( ){ }τ 是一个闭过程且拉回 Ｄ－渐近紧，如果存在一族拉回 Ｄ－有界集 Ｂ^＝

Ｂｔ：ｔ∈( ){ }Ｒ ∈Ｄ，则 Ｕｔ，( ){ }τ 存在一个唯一拉回Ｄ－吸引子 Ａ^＝ ( )Ａｔ：ｔ∈{ }Ｒ，且 ( )Ａｔ＝∩
ｓ≤ｔ
∪
τ≤ｓ
Ｕｔ，( )τＢ( )τ ．

２　拉回Ｄ－吸收集的存在性

定理２　假定：

（Ｈ１）∈Ｃ
１（Ｒ＋），′（ｓ）≥０，（０）＝

Δ
０≥１．

（Ｈ２）
１≤ｐ＜＋∞，Ｎ＝１，２，

１≤ｐ≤Ｎ－１Ｎ－２，Ｎ≥３．
{ 　　

（Ｈ３）ｆ∈Ｌ
２
ｌｏｃ Ｒ，( )Ｈ，∫

ｔ

－∞
ｅσｓ ｆｘ，( )ｓ ２

Ｈｄｓ＜∞，其中σ是一个正常数．

问题 （１）～（３）存在唯一整体解ｕ∈Ｌ∞（τ，＋∞；Ｖ２），ｕｔ∈Ｌ∞（τ，＋∞；Ｈ
１
０）∩Ｌ

２（τ，Ｔ；Ｖ２）．

证明　该定理证明过程与文献 ［１］中定理的证明过程类似，可参阅该文献，此处不再详细证明．

评论１　在定理２的条件下，可以得到（ｓ）及′（ｓ）是有界连续函数．

评论２　由定理２定义映射Ｕｔ，( )τ：Ｘ→Ｘ，Ｕ（ｔ，τ）（ｕ０，ｕ１）＝（ｕ（ｔ），ｕｔ（ｔ）），其中 ｕ是问题（１）～（３）的

解．根据定理２， Ｕｔ，( ){ }τ 构成Ｘ上的连续算子过程．

定理３　在假设（Ｈ１）～ Ｈ( )３ 条件下，由问题（１）～（３）得到的过程 Ｕｔ，( ){ }τ 存在一族拉回Ｄ－吸收集．

证明　设ｖ＝ｕｔ＋εｕ，０＜ε≤ｍｉｎ｛
α
４，
λ１
２α
，
１
２β
｝，则ｖ满足

ｖｔ＋（α－ε）ｖ＋（ε
２－αε）ｕ－βΔｖ＋βεΔｕ－（ｕ２）Δｕ＋（１＋ ｕ２）ｐ－１ｕ＝ｆ（ｘ，ｔ）． （６）

由 （６）式中的方程与ｖ作Ｈ内积得到：

１
２
ｄ
ｄｔｖ

２ ＋（α－ε）ｖ２＋（ε２－αε）（ｕ，ｖ）＋βｖ２＋βε（Δｕ，ｖ）－（（ｕ２）Δｕ，ｖ）

＋（（１＋｜ｕ｜２）ｐ－１ｕ，ｖ）＝（ｆｘ，( )ｔ，ｖ）． （７）

类似于文献 ［１］处理过程，得到：

ｄ
ｄｔＨ１（ｔ）＋σＨ１（ｔ）＋βｖ

２≤ １βλ１
ｆｘ，( )ｔ ２＋２Ωｐε≤

Ｃ１＋ ｆｘ，( )ｔ( )２ ， （８）

其中：Ｈ１（ｔ）＝ ｖ
２＋∫ｕ

２

０
（ｓ）ｄｓ－βεｕ２＋１ｐ∫Ω（１＋｜ｕ｜２）ｐｄｘ，σ为很小一正常数．

利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得到：

Ｈ１（ｔ）≤Ｈ１（τ）ｅ
－σ（ｔ－τ）＋Ｃ（１＋ｅ－σｔ∫

ｔ

τ
ｅσｓ ｆｘ，( )ｓ ２ｄｓ）， （９）

易知存在常数ａ，使得 ｕｔ
２＋ ｕ２≤ａＨ１，所以

　　　　 ｕｔ( )ｔ ２＋  ( )ｕｔ ２≤ａＨ１（τ）ｅ
－σ（ｔ－τ）＋Ｃａ（１＋ｅ－σｔ∫

ｔ

τ
ｅσｓ ｆｘ，( )ｓ ２ｄｓ），

　　　 　Ｈ１（τ）＝ ｖ( )τ ２＋∫
ｕ( )τ ２

０
（ｓ）ｄｓ－βεｕ( )τ ２＋１ｐ∫Ω（１＋｜ｕ( )τ｜２）ｐｄｘ

　　　 　≤ ｕ１
２＋εｕ０

２＋∫
ｕ( )τ ２

０
（ｓ）ｄｓ－βεｕ( )τ ２＋Ｃｕ( )τ

２Ｎ－２
Ｎ－２
２Ｎ－２
Ｎ－２

　　　　 ≤Ｃ ｕ１
２＋ ｕ０( )２ ＋Ｃ，

因此， ｕｔ( )ｔ ２＋  ( )ｕｔ ２≤Ｃ ｅ－σ（ｔ－τ）（ｕ１
２＋ ｕ０

２＋１）＋１＋ｅ－σｔ∫
ｔ

τ
ｅσｓ ｆ（ｘ，ｓ）２ｄ[ ]ｓ
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　　　　　　　　　 ≤Ｃｅ－σ（ｔ－τ）（ｕ１
２＋ ｕ０

２＋１）＋１＋ｅ－σｔ∫
ｔ

－∞
ｅσｓ ｆｘ，( )ｓ ２ｄ[ ]ｓ，

其中Ｃ与ｔ，τ无关．

（１）式中的方程分别与－Δｕ，－Δｕｔ作Ｈ内积，得到：

　　　　　　　１２
ｄ
ｄｔ［αｕ

２＋２（ｕｔ，－Δｕ）＋βΔｕ
２］＋（ｕ２）Δｕ２

　　　　　　　　 ＝（（１＋｜ｕ｜２）ｐ－１ｕ，Δｕ）＋（ｆｘ，( )ｔ，－Δｕ）， （１０）

１
２
ｄ
ｄｔｕｔ

２＋αｕｔ
２＋βΔｕｔ

２ ＝（ｕ２）（Δｕ，Δｕｔ）＋ （１＋｜ｕ｜
２）ｐ－１ｕ，Δｕ( )ｔ

＋（ｆｘ，( )ｔ，－Δｕｔ）， （１１）

其中　　　　　 ｜（（１＋｜ｕ｜２）ｐ－１ｕ，Δｕ）｜≤
｜（２ｐ－１ｕ，Δｕ）｜，ｕ＜１，

｜（２ｐ－１｜ｕ｜２ｐ－２ｕ，Δｕ）｜，ｕ≥１{ ．
（１２）

由于　　　　　　　　｜（２ｐ－１ｕ，Δｕ）｜≤１２ Δｕ
２＋２２ｐ－１ ｕ２， （１３）

｜（２ｐ－１｜ｕ｜２ｐ－２ｕ，Δｕ）｜≤２ｐ－１ｕ２ｐ－１４ｐ－２ Δｕ≤Ｃ２（Ω，４ｐ－２）×２
ｐ－１ ｕ２ｐ－１ Δｕ

≤１８ Δｕ
２＋２２ｐ－１Ｃ· ｕ４ｐ－２． （１４）

　　则　　　　　｜（（１＋｜ｕ｜２）ｐ－１ｕ，Δｕ）｜≤１４ Δｕ
２＋２２ｐ－１ ｕ２＋２２ｐ－１Ｃ· ｕ４ｐ－２， （１５）

　　　　　　　　 ｜（ｆｘ，( )ｔ，－Δｕ）｜≤１４ Δｕ
２＋ ｆｘ，( )ｔ ２． （１６）

同时得到： ｜（（１＋｜ｕ｜２）ｐ－１ｕ，Δｕｔ）｜≤
β
４ Δｕｔ

２＋２
２ｐ－１

β
ｕ２＋２

２ｐ－１

β
Ｃ· ｕ４ｐ－２， （１７）

　　　　　　（ｕ２）｜（Δｕ，Δｕｔ）｜≤
β
８ Δｕｔ

２＋２
２（ｕ２）

β Δｕ２， （１８）

　　　　　　　　 ｜（ｆｘ，( )ｔ，－Δｕｔ）｜≤
β
８ Δｕｔ

２＋２
β
ｆｘ，( )ｔ ２． （１９）

将 （１５）和 （１６）代入 （１０），得到：

ｄ
ｄｔ［αｕ

２＋２（ｕｔ，－Δｕ）＋βΔｕ
２］＋ Δｕ２≤２２ｐ ｕ２＋２２ｐ·Ｃｕ４ｐ－２＋２ｆｘ，( )ｔ ２：Ｃ１． （２０）

将 （１７）～（１９）代入（１１），得到：

ｄ
ｄｔｕｔ

２＋２αｕｔ
２＋βΔｕｔ

２≤４
２（ｕ２）

β Δｕ２＋２
２ｐ

β
ｕ２＋Ｃ２

２ｐ

β 
ｕ４ｐ－２＋４

β
ｆｘ，( )ｔ ２

　　　　　　　　　　　　　　≤４Ｍ
２

β Δｕ２＋２
２ｐ

β
ｕ２＋Ｃ２

２ｐ

β 
ｕ４ｐ－２＋４

β
ｆｘ，( )ｔ ２：Ｃ２， （２１）

其中，根据评论１设Ｍ为函数( )ｓ的上界，令Ｋ１＝４Ｍ
２／β，Ｋ２＝Ｋ１＋１，（２０）×Ｋ２＋（２１），得到：

ｄ
ｄｔ［Ｋ２（αｕ

２＋２（ｕｔ，－Δｕ）＋βΔｕ
２）＋ ｕｔ

２］＋ Δｕ２＋２αｕｔ
２＋βΔｕｔ

２≤Ｋ２Ｃ１＋Ｃ２．（２２）

（１）式中的方程分别与ｕｔ作Ｈ内积，得到：

ｄ
ｄｔＨ２＋αｕｔ

２＋２βｕｔ
２≤ ｆｘ，( )ｔ ２

２α
， （２３）

其中　　　　　　　　　　　　 Ｈ２＝ ｕｔ
２＋∫ｕ

２

０
（ｓ）ｄｓ＋１ｐ∫Ω（１＋ ｕ２）ｐｄｘ．

令Ｋ３＝２Ｋ２／β＋１，（２３）×Ｋ３＋（２２），得到：
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ｄ
ｄｔＨ３＋ Δｕ

２＋２αＫ３ ｕｔ
２＋βＫ３ Δｕｔ

２≤Ｋ２Ｃ３＋Ｃ４＋Ｋ３
ｆｘ，( )ｔ ２

２α
， （２４）

其中
Ｋ２βΔｕ

２

２ ＋ ｕｔ
２≤Ｈ３＝Ｋ２（αｕ

２＋２（ｕｔ，－Δｕ）＋βΔｕ
２）＋ ｕｔ

２＋Ｋ３Ｈ２

　　　　　　　　 ≤１σ
（Δｕ２＋αｕｔ

２）＋Ｋ３Ｈ２，　 （２５）

由于σ是一个很小的正常数．可以得到：

ｄ
ｄｔＨ３＋σＨ３＋βΔｕｔ

２≤Ｃ１＋ ｆｘ，( )ｔ( )２ ． （２６）

因此，根据Ｄ不等式得到：

Ｈ３（ｔ）≤Ｈ３（τ）ｅ
－σ ｔ－( )τ ＋Ｃ（１＋ｅ－σｔ∫

ｔ

τ
ｅσｓ ｆｘ，( ｓ２ｄ)ｓ， （２７）

　　　　　　　　　Ｈ３（τ）≤Ｃ ｕ１
２＋ Δｕ０( )２ ＋Ｃ，

所以 ｕｔ（ｔ）
２＋ Δｕ（ｔ）２≤Ｃｅ－σ（ｔ－τ）（ｕ１

２＋ Δｕ０
２＋１）＋１＋ｅ－σｔ∫

ｔ

τ
ｅσｓ ｆｘ，( )ｓ ２ｄ[ ]ｓ

　　　　　　　　　　　　 ≤Ｃｅ－σ（ｔ－τ） ｕ１
２＋ Δｕ０

２＋( )１＋１＋ｅ－σｔ∫
ｔ

－∞
ｅσｓ ｆｘ，( )ｓ ２ｄ[ ]ｓ． （２８）

定义 Ｄ^＝ ( )Ｄｔ：ｔ∈{ }Ｒ ( )ＰＸ使得 ( )Ｄｔ珔 ( )( )Ｂｒｔ ，其中 珔 ( )( )Ｂｒｔ 是半径为 ( )ｒｔ在Ｘ的闭球，令

ｒ０＝Ｃ（１＋ｅ
－σｔ∫

ｔ

－∞
ｅσｓ ｆｘ，ｓ( ）２ｄ)ｓ

１
２，

则对任意 Ｄ^及ｔ，根据 （２８）存在τ０ Ｄ^，( )ｔ≤ｔ，使得：

ｕｔ( )ｔ ２＋ Δ ( )ｕｔ ２≤ｒ０( )ｔ，对所有τ≤τ０， （２９）

则 Ｂ^＝ 珔Ｂ０ ｒ０( )( ){ }ｔ 为在Ｘ上的一族有界拉回Ｄ－吸收集．证毕．

３　拉回Ｄ－吸引子的存在性

设λ１，λ２…为－Δ在Ｈ
１
０的特征值，ω１，ω２，ω３，…为相应的特征向量．考虑到不失一般性，假设

０＜λ１＜λ２＜…，及当 ｍ→∞时，λｍ→ ＋∞． ω１，ω２，ω３{ }，… 为在空间 Ｈ２∩Ｈ１０的正交基，令 Ｈｍ＝

ｓｐａｎω１，ω２，…，ω{ }ｍ ，Ｐｍ：Ｈ
２∩Ｈ１０→Ｈｍ是一标准正交投影，Ｉ为恒等算子，则对于任意的ｕ∈Ｈ

２∩Ｈ１０，

ｕ可唯一分解为：ｕ＝ｕ１＋ｕ２，其中ｕ１＝Ｐｍｕ∈Ｈｍ，ｕ２＝ Ｉ－Ｐ( )ｍ ｕ．

定理４　在假设（Ｈ１）～（Ｈ３）条件下，由问题（１）～（３）得到的过程 Ｕｔ，( ){ }τ 在 Ｘ中存在拉回 Ｄ－吸

引子 Ａ^＝ ( )Ａｔ：ｔ∈{ }Ｒ．

证明　由定理３， Ｕｔ，( ){ }τ 在Ｘ具有一族拉回Ｄ－吸收集．根据引理１，只需证明 Ｕｔ，( ){ }τ 满足条

件 （ＰＤＣ）．

令 ( )ｕｔ＝Ｕｔ，( )τｕτ＝ｕ１( )ｔ＋ｕ２( )ｔ，其中ｕτ∈Ｄ( )τ，ｕ１＝Ｐｍｕ和ｕ２＝ Ｉ－Ｐ( )ｍ ｕ．

（１）式中的方程分别与－Δｕ２，－Δｕ２ｔ作Ｈ内积，得到：

１
２
ｄ
ｄｔ［αｕ２

２＋２（ｕ２ｔ，－Δｕ２）＋βΔｕ２
２］＋ Ｉ－Ｐ( )ｍ （ｕ

２）Δｕ２
２

　　　　　　　 ＝（Ｉ－Ｐ( )ｍ （１＋｜ｕ｜
２）ｐ－１ｕ，Δｕ２）＋（Ｉ－Ｐ( )ｍ ｆｘ，( )ｔ，－Δｕ２）， （３０）

１
２
ｄ
ｄｔｕ２ｔ

２＋αｕ２ｔ
２＋βΔｕ２ｔ

２＝ Ｉ－Ｐ( )ｍ （ｕ
２）（Δｕ２，Δｕ２ｔ）

　　　　　　　 ＋ Ｉ－Ｐ( )ｍ （１＋｜ｕ｜２）ｐ－１ｕ，Δｕ２( )ｔ ＋ Ｉ－Ｐ( )ｍ ｆｘ，( )ｔ，－Δｕ２( )ｔ， （３１）
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其中 ｜ Ｉ－Ｐ( )ｍ （１＋｜ｕ｜
２）ｐ－１ｕ，Δｕ( )２ ｜≤

｜（２ｐ－１ｕ２，Δｕ２）｜，ｕ＜１，

｜ Ｉ－Ｐ( )ｍ ２
ｐ－１｜ｕ｜２ｐ－２ｕ，Δｕ( )２ ｜，ｕ≥１{ ．

（３２）

由于 ｜（２ｐ－１ｕ２，Δｕ）｜≤
１
２ Δｕ２

２＋２２ｐ－１ ｕ２
２， （３３）

｜２ｐ－１ Ｉ－Ｐ( )ｍ ｜ｕ｜
２ｐ－２ｕ，Δｕ( )２ ｜≤２

ｐ－１ ｕ２ｐ－１
４ｐ－２ Δｕ２ ≤Ｃ（Ω，４ｐ－２）×２

ｐ－１ ｕ２ｐ－１ Δｕ２

　　　　　　　　　　　　　　　≤１８ Δｕ２
２＋２２ｐ－１Ｃ· ｕ４ｐ－２， （３４）

则 ｜ Ｉ－Ｐ( )ｍ （１＋｜ｕ｜
２）ｐ－１ｕ，Δｕ( )２ ｜≤

１
４ Δｕ２

２＋２２ｐ－１ ｕ２
２＋２２ｐ－１Ｃ· ｕ４ｐ－２， （３５）

　　　　　　　　　｜ Ｉ－Ｐ( )ｍ ｆ，－Δｕ( )２ ｜≤
１
４ Δｕ２

２＋ ｆｘ，( )ｔ ２． （３６）

同时得到：

｜ Ｉ－Ｐ( )ｍ （１＋｜ｕ｜
２）ｐ－１ｕ，Δｕ２( )ｔ ｜≤

β
４ Δｕ２ｔ

２＋２
２ｐ－１

β
ｕ２

２＋２
２ｐ－１

β
Ｃ· ｕ４ｐ－２， （３７）

　　　 Ｉ－Ｐ( )ｍ （ｕ
２）｜（Δｕ２，Δｕ２ｔ）｜≤

β
８ Δｕ２ｔ

２＋２Ｍ
２

β Δ
ｕ２

２， （３８）

　　　　　　 ｜ Ｉ－Ｐ( )ｍ ｆｘ，( )ｔ，－Δｕ２( )ｔ ｜≤
β
８ Δｕ２ｔ

２＋２
β
ｆｘ，( )ｔ ２． （３９）

将 （３５）和 （３６）代入 （３０），得到：

ｄ
ｄｔ［αｕ２

２＋２（ｕ２ｔ，－Δｕ２）＋βΔｕ２
２］＋ Δｕ２

２

≤２２ｐ ｕ２
２＋２２ｐ·Ｃｕ４ｐ－２＋２ｆｘ，( )ｔ ２：Ｃ３． （４０）

将（３７）～（３９）代入 （３１），得到：

ｄ
ｄｔｕ２ｔ

２＋２αｕ２ｔ
２＋βΔｕ２ｔ

２≤４Ｍ
２

β Δｕ２
２＋２

２ｐ

β
ｕ２

２＋Ｃ２
２ｐ

β 
ｕ４ｐ－２

　　　　　　　　　　　 ＋４
β
ｆｘ，( )ｔ ２：Ｃ４． （４１）

令Ｋ１＝４Ｍ２／β，Ｋ２＝Ｋ１＋１，（４０）×Ｋ２＋（４１），得到：

　　　　　ｄｄｔ［Ｋ２（αｕ２
２ ＋２（ｕ２ｔ，－Δｕ２）＋βΔｕ２

２）＋ ｕ２ｔ
２］＋ Δｕ２

２＋２αｕ２ｔ
２

＋βΔｕ２ｔ
２≤Ｋ２Ｃ３＋Ｃ４． （４２）

（１）式中的方程分别与ｕ２ｔ作Ｈ内积得到：

ｄ
ｄｔｕ２ｔ

２＋αｕｔ
２＋２βｕｔ

２≤２
２ｐ

α
ｕ２

２＋２
２ｐ

α
Ｃｕ４ｐ－２＋４Ｍ

２

α Δｕ２
２＋４ ｆｘ，( )ｔ ２

α
：Ｃ５． （４３）

令Ｋ３＝２Ｋ２／β＋１，（４３）×Ｋ３＋（４２），得到：

ｄ
ｄｔＨ４＋ Δｕ２

２＋２αＫ３ ｕ２ｔ
２＋βＫ３ Δｕ２ｔ

２≤Ｋ２Ｃ３＋Ｃ４＋Ｋ３Ｃ５， （４４）

其中　　　　
Ｋ２βΔｕ２

２

２ ＋ ｕ２ｔ
２≤Ｈ４

　　　　　　　 　＝Ｋ２（αｕ２
２＋２（ｕ２ｔ，－Δｕ２）＋βΔｕ２

２）＋ ｕ２ｔ
２＋Ｋ３ ｕ２ｔ

２

　　　　　　　 　≤１σ
（Δｕ２

２＋αｕ２ｔ
２）＋Ｋ３ ｕ２ｔ

２， （４５）

其中，σ是一个很小的正常数．结合 （２９）可以得到：
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ｄ
ｄｔＨ４＋σＨ４＋βΔｕ２ｔ

２≤Ｃ１＋ ｒ０( )( )ｔ ４ｐ－２＋ ｆｘ，( )ｔ( )２ ． （４６）

因此，根据Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得到：

Ｈ４（ｔ）≤Ｈ４（τ）ｅ
－δ ｔ－( )τ ＋Ｃ

σ
＋Ｃｅ－σｔ∫

ｔ

τ
ｅσｓ ｒ０( )( )ｓ ４ｐ－２ｄｓ＋Ｃｅ－σｔ∫

ｔ

τ
ｅσｓ ｆｘ，( )ｓ ２ｄｓ， （４７）

所以　　　　　 ｕ２ｔ( )ｔ ２ ＋ Δｕ２( )ｔ ２≤Ｈ４（τ）ｅ
－δ ｔ－( )τ ＋Ｃ

σ
＋Ｃｅ－σｔ∫

ｔ

τ
ｅσｓ ｒ０( )( )ｓ ４ｐ－２ｄｓ

＋Ｃｅ－σｔ∫
ｔ

－∞
ｅσｓ ｆｘ，( )ｓ ２ｄｓ， （４８）

其中　　　　　∫
ｔ

τ
ｅσｓ ｒ０( )( )ｓ ４ｐ－２ｄｓ＝Ｃ∫

ｔ

τ
ｅσｓ（１＋ｅ－σｓ∫ｓ

－∞
ｅσｒ ｆｘ，( ｒ２ｄ)ｒ２ｐ－１ｄｓ

　　　　　　　　　　　　　　　≤Ｃ∫
ｔ

τ
ｅσｓ（１＋ｅ－σｓ∫

ｓ

－∞
ｅσｒ ｆｘ，( ｒ２ｄ)ｒｄｓ

　　　　　　　　　　　　　　　≤Ｃ∫
ｔ

τ
ｅσｓｄｓ＋Ｃ∫

ｔ

－∞
∫
ｓ

－∞
ｅσｒ ｆｘ，( )ｒ ２ｄｒｄｓ

　　　　　　　　　　　　　　　≤Ｃｅ
σｔ

σ
＋Ｃ∫

ｔ

－∞
∫
ｓ

－∞
ｅσｒ ｆｘ，( )ｒ ２ｄｒｄｓ＜＋∞． （４９）

由 （Ｈ３），（４８）和 （４９）式， ｕ２ｔ( )ｔ ２＋ Δｕ２( )ｔ ２≤η，即 Ｕｔ，( ){ }τ 在 Ｘ内满足条件 （ＰＤＣ）．

证毕．
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